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numeérico para ser totalmente

Ex: massa, comprimento, area, volume, densidade, viscosidade, condutividade
térmica, calor especifico, temperatura, etc.

b) Grandeza Vetorial: requer, além do valor numérico (mddulo), uma direcdao e um
sentido. Ex: velocidade, aceleracao, forca, etc.

' W4

_>
representacao de um vetor “U ”
gualquer em coordenadas
retangulares ou cartesianas

U=u,i +u j+uk

OBS.: u,, u, e u, sao escalares
(fornece o modulo em cada
direcdo). Logo, suas somas
necessitam da multiplicagcdo por
vetores unitarios i, j e k (fornece a
direcdo e o sentido sem modificar
0 modulo ou valor numeérico).

René Descartes
(1596 — 1650)
(Filésofo, fisico e
matematico francés)


http://www.dyrney.com/

Professor Dyrney Araljo dos Santos
Universidade Federal de Goiéas
Pés-Graduagdo em Engenharia Quimica

1. Introdugao
1.2 A'Igebra Tensorial

Principais Operacdes Envolvendo Vetores

1) Adicao de Vetores: o resultado da soma ou subtracdo entre vetores € um vetor.

Ex: sejam dois vetores quaisquer, UeV, logo,

U+V :(uxf+uyj7+uZIZ)+(vxf+vyj7+vZIZ)

—_

:(ux +VX)T+(uy +vy)]7+(uZ +Vz)k —> | Vetor

i) Multiplicacédo de um Vetor por um Escalar: o resultado da multiplicacdo de um
vetor ({j) por um escalar (a) é um vetor.

al =a(uxf+uyf+qu)

=au,i +au, j+auk | —s> | Vetor
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i) Produto Escalar entre Vetores: o resultado do produto escalar entre dois vetores,
representado por “.”, € um escalar. OBS.: Ndo existe produto escalar entre escalares e nem

entre um escalar e um vetor!

Ex: sejam dois vetores quaisquer, i eV , logo,

—

Aplicando a propriedade distributiva, tem-se:

=uv, (I7)+uy, (.])+uy, (T.IZ) +o UV (IZ . IZ)

UV = (uxf+uyf+uZIZ).(vXT+vyf+vZIZ)

OBS.: Por definicdo, o produto escalar entre dois vetores ortogonais unitarios “a” e “b”

guaisquer é dado por, sendo 6 o angulo formado entre os dois vetores:

—

5.5:\5\‘6‘003(9) se

Logo, retornando a equacao anterior, tem-se:

UV [=uyV, +UuV, +u,y,

Escalar

d=Db, cos(0)=1e a.b=1.1.1=1
d#b, cos(90)=0e a.b =1.1.0=0
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Iv) Produto Vetorial entre Vetores: o resultado do produto vetorial entre dois vetores,
representado por “x”, € um vetor normal ao plano definido pelos vetores. OBS.: Nao existe
produto vetorial entre escalares e nem entre um escalar e um vetor!

Ex: sejam dois vetores quaisquer, J eV , logo,
UxV :(uXT+uyf+uZIZ)x(vXT+vyT+VZIZ)
Aplicando a propriedade distributiva, tem-se:
=uv, (T )+uy, (TxJ)+u,y, (Tx IZ)+...+uzvZ (IZx IZ)

OBS.: Por definicdo, o produto vetorial entre dois vetores ortogonais unitarios “a” e “b” quaisquer
é dado por, sendo 8 o angulo formado entre os dois vetores e “n” o vetor unitario perpendicular,
tanto ao vetor “a”, quanto ao vetor “b”

OBS.: Nota-se que sen(0) sera +1,0 e -1
S e quando o angulo entre “a” e “b” for 90°,
axb = \a”b‘sen(@) 0 e -90° respectivamente. Usa-se a
“Regra da Mé&o Direita” para se
determinar o sentido do novo vetor.
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Iv) Produto Vetorial entre Vetores: o resultado do produto vetorial entre dois vetores,
representado por “x”, € um vetor normal ao plano definido pelos vetores. OBS.: Nao existe
produto vetorial entre escalares e nem entre um escalar e um vetor!

Desta forma, tem-se:

I x| =

K

—

jxi=-k

Logo, retornando a equacao anterior, tem-se:

UxV

j x

—
-

~ |
X

=

—

=

~

= (uyvZ —UZVy)I +(u,v, —u,V, ) j +(uxvy —uyvx)

—
-

K

OBS.: O mesmo resultado acima pode ser obtido pelaresolucao do seguinte determinante de matriz

<l

<l

-

<

J
Uy
Vy

< << x|
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v) Produto Triplo entre Vetores: o resultado do produto triplo entre vetores é um
escalar.

Ex: sejam trés vetores quaisquer, U,V e W, logo,

OBS.: verifigue abaixo a importancia em se saber o resultado da operacao (ex.: se resultara
em escalar, vetor, etc.) para que se saiba por onde comecar a operacéao (pelo “.” ou “x”?)

UV xW =0.(VxW) :(uxr+uyj7—I—UZIZ).[(VXT+Vyj7+VZ|Z)x(WXT+WyJ?+WZ|Z):|

Aplicando a propriedade distributiva e as propriedades do produto escalar e vetorial, feitas
anteriormente, tem-se, ap0s rearranjo:

U.(VxW)|=U,V,W +UVW, +UV W, —UVW —UVW —UV,W

OBS.: O mesmo resultado acima pode ser obtido pela resolucao do seguinte determinante de matriz

c

X

u, u,
v, V,

|
—~
<
X
s
N—
[l
<

X

=

W, W, .
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c) Grandeza Tensorial: um tensor, ao contrario de um vetor, possui 9 componentes, originadas
das interacdes de uma forca (3_componentes) sobre uma superficie (3_possibilidades de acéao).
Logo, um tensor possui 3 componentes em cada direcdo espacial.

A
y T,
T = F o | Possui unidades no S.I. T, U
i em N/m2?ou Pa >
A ¥ T,
T, T
y XX
Representacao geral do tensor T; Tl }XZ’
| = diregcdo normal a aplicagao da forca T >
j = direcéo da forca X

Existem dois tipos basicos de tensdes que agem sobre uma superficie:

Tensbes normais: agem perpendicularmente a face do cubo (T; ou Tj)

Tensdes de cisalhamento: agem tangencialmente a face do cubo (T).
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c) Grandeza Tensorial: um tensor, ao contrario de um vetor, possui 9 componentes, originadas
das interacdes de uma forca (3_componentes) sobre uma superficie (3_possibilidades de acéao).
Logo, um tensor possui 3 componentes em cada uma das trés dire¢cdes espaciais.

OBS.: As componentes de um tensor podem ser melhor representadas na forma matricial (matriz
3x3), sendo “i” relacionado as linhas e “}” as colunas. Este formato matricial facilita nas

seqguintes identificacdes:

o.'
.

12 coluna: componentes f \/ “\) 32 coluna: componentes

de T que agem na N de T que agem na
diregdo “i” ou “x” 2% coluna: componentes diregdo “k” ou “z”
de T que agem na
direcao “j” ou “y”

(' .i.. E-I- . . .
;TXX: Xy :sz. A diagonal principal
RN B : representa os tensores

" i H "3 o . . .

T = T HOS :T et . normais, sendo os demais

LOYXDotwl YYD R Yk .

S T A cisalhantes

T Tyl

OBS.: Visto que cada coluna representa as componentes do tensor que agem em uma
determinada direcéao, em termos das dire¢gbes i, | e k, T pode ser representado como:

T= (T T T, )|+(T T,.T, )i+(TXZ,TyZ,T )k

Xx 17 yx ! Xy !
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Exemplos de Operacdes Envolvendo Tensores

1) Soma de Tensores: o resultado da soma entre tensores € um tensor.

Ex: sejam dois tensores quaisquer, | e S, logo:

T+S =

T
T
T

XX

yX

ZX

T

Xy

T

yy

zy

Ou, de outra forma

T, S
TyZ +| S
T S

77

XX

YX

ZX

S
S

Xy

yy

zy

S
S
S

Xz

yz

77

Txx + Sxx Txy + Sxy sz + sz
TyX +SyX Tyy +Syy TyZ +SyZ
sz + Szx sz + Szy Tzz + Szz

T+S= [(TXX +S,) ,(TyX + Syx) (T + SZX)]T+

_I_

+ :(Txy T Sxy) ’(Tyy T Syy) ’(sz + Szy )] J +

—

(T +S:) (T +8,. ) (T, +S,,) [K

10
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i) Produto escalar entre um Vetor e um Tensor: o resultado do produto escalar entre
um vetor e um tensor € um vetor.

Ex: seja um vetor U e um tensor T, logo:

(Txx Txy sz\
0.T =(UXI +uyT+uZIZ) T, T, T,
T. T, T

Ou, de outra forma

U.T:(uT +u, T, +u,T )

X~ XX Z IX

u,T,, +u, T +u,T )]+

ut
i

+(u,T, +u,T, +u,T )lZ

Z 77

11
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d) Operador Nabla (V): € um vetor e representa a derivada ou taxa de variacdo espacial de uma
grandeza nas trés direcdes espaciais. Em coordenadas cartesianas, pode ser representado
como: 5 5 5
V=—( )i+ —()i+—( )k
OX oy oz

OBS.: O operador nabla pode ser aplicado, também, em coordenas cilindricas e esféricas, ap0s as

transformacdes dos vetores unitarios e das derivadas parciais, de acordo com as figuras abaixo
A

&
z z (x,y,Z) ou
(x,y,2z) ou v
. 1%y
'. (r’B,Z) :.‘:
’ 9 / |
| b
l z
' Z / 5
E > L A p 1y Coordenadas
“ \‘.hr i -'/’ y Coordenadas _______________“::11'/' X Esféricas
0 1y Cilindricas . y \ =

r=x%+y?+7°

_ ) [2 2 (
y x—rCOS(Q) r={xX +y y:rsen(g)sen(¢)>9=arCtan<\/X2+y2/Z)

y =rsen(0) ;6 =arctany/x

1=17 L=17 ) Z=aI‘Ctany/x 192
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Desta forma, apés aplicar a regra da cadeia nas respectivas derivadas e rearranjar, o operador nabla em
coordenadas cilindricas e esféricas, se torna, respetivamente:
Coordenadas Cilindricas Coordenadas Esféricas
d 10 0 0/ \vs , 10\
V=—( )& +=—( )&, +—( )& V=—o )& +=—( )&,+
ar()f rag()9 az()z © ar()r rae()9 rsen(8) ¢

= (e,

sendo: e, €, €4, € €, 0s vetores unitarios das direcoes radial, circunferencial, azimutal e axial,
respectivamente (sdo usados para diferenciar dos vetores unitarios i, j e k do sistema cartesiano)

Existem diferentes operacoes em fendmenos de transporte envolvendo o operador nabla aplicado a
escalares, vetores e tensores. Seqguem alguns exemplos:

e Gradiente de um Escalar: € um vetor que representa, fisicamente, o aumento espacial de uma
determinada grandeza (ele sempre “aponta” para o sentido de crescimento de uma grandeza fisica).
De uma forma geral, para um escalar C qualquer, tem-se:

oC 10C oC
oordenada cartesiana VC="Z"¢6 +-226 +Z¢g COQfdenada
0 0 0 - oV or " reo ? o1 Cilindrica

6C_. 10C. 1 oC |
= _er + — e@ + e¢ oor ,e_na a
oar " rof " rsen(0)og 7| Esterica
8P - aP - 8P >
i +— ]+

Ex: o gradiente de pressdo, em coordenadas cartesianas, é representado como: VP = X K

0z 13

vC
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o Divergente de um Vetor ( V, ): € um escalar que representa, fisicamente, “uma taxa de
deformacao” de uma determinada grandeza. De uma forma geral, para um vetor C qualquer, tem-se,

em coordenada cartesiana:

Vf:=[QT+£]+2IZ}.[CXT+CJ+CZIZ] —> |[VC ="y

ox oy oz

OBS.: o divergente do mesmo vetor em coordenadas cilindricas e esféricas, se torna, respetivamente:

Coordenada Cilindrica
VC= 12(rC,r)+£a—Ce+ o
r or r o oz

Z

Coordenada Esférica

.1
VC=r—2

0

or

1 oc,
rsen(8) o¢

o (sen(0)C,)+

(rZCr)+ rsen(6) 00

Ex: o divergente do vetor velocidade de escoamento de um fluido V pode ser representado abaixo, em
coordenada cartesiana (daqui pra frente, iremos sempre representar as componentes do vetor
velocidade de escoamento de um fluido como: u, v e w, nas direcdes X, y e z, respectivamente):

. + 0ou
V=ui+vj+wk —> V.\/=&

ov
+—+
oy

w
0z

OBS.:
Se VV <0 — compressdo do fluido
Se VV =0 — escoamento incompressivel

Se VV >0 — espansao do fluido 14
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abaixo, em coordenada cartesiana:

oT . (oT, oT, oT, \.
T, T, T V.T = My +— 4 Ty i+ ——+—2+— |+
0. o a || x Ty ) ey T
V.T = 8_|+_J+8_k Ty T, T,| ou -
X Z -
ay TZX TZy TZZ + aTXZ + > + aTZZ k
oXx oy oz

OBS.: o divergente do mesmo tensor
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Divergente de um Tensor ( V. ): o divergente de um tensor T origina um vetor, como mostrado

em coordenadas cilindricas e esféricas, se torna, respetivamente:

Coordenada Cilindrica

VT = T +16T9r + My +E(Trr ~T,) |6 + iy +16T‘9‘9 + Ol +1(Tr9 +T,) |€, +(an2 +16T9Z + 0Ty +TijéZ
or r o0 oz r or r o6 oz r or r 00 oz r
Coordenada Esférica
cot (6 oT |
vi=|Te ole (1000, (9) " 1 qu—E(T(,(,,—T(M,) € +
or r r o6 r rsen(0) o¢ r |
cot(& oT cot(é@ ]
+ aTr¢9 +2Tr9 + 1 aT&Q + ( ) o+ 1 $0 Tar _ ( )T¢¢ ég +
or r r o0 r rsen(8) o r r /
oT T oT oT T cot(&
o Lo yple 100 1 w2y ( )(T9¢+T¢9) €,
or r rod rsen(d) d¢ r r 15
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o Laplaciano de um Escalar ( V.V ou V?): o laplaciano de um escalar C qualquer origina um escalar,
como mostrado abaixo em coordenada cartesiana:

0°C 0°C 0°C
+—+
ox*  oy* ozt

x| oy - oz : B

OBS.: o laplaciano do mesmo escalar em coordenadas cilindricas e esféricas, se torna, respetivamente:

Coordenada Cilindrica Coordenada Esférica
2 2 2
vie=12(12), 120701 Ive- 2 2S99 O % | e 59
rorl or) r?o6> oz r*or\ or ) r’sen(0)06 00 ) r’sen®(6) o¢

e Rotacional de um Vetor (Vx ): o rotacional de um vetor C qualquer origina um vetor perpendicular a
superficie formada pelos outros vetores, como mostrado abaixo em coordenada cartesiana:

Pk
v =| i L7 li|w[eire,frck] -l £ 2
oXx oy oz oX oy oz

c, C, C,

16
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ou seja:

_ oC, ). . (oC _
VG = daC, oLy i{acx_aczjh oty dC, %
oy oz oz  OX ox oy

OBS.: o rotacional do mesmo vetor em coordenadas cilindricas e esféricas, se torna, respetivamente:

Cilindrica r 06 oz 07 or rlor 00

-1 [ oC 1 éC, 190 1[ o oC
Coordenad = =0 |g r - 8 +—| — ——r|e
Esterica | rsen(e)[ae<c¢sen(9)) o¢ }ef J{rsen(@) o ror (rC¢)}eg T {8r (1)~ }%

Ex: o rotacional do vetor velocidade de escoamento de um fluidoV, também conhecido como “Vetor
Vorticidade” (@) pode ser representado abaixo, em coordenadas cartesianas:

OBS.:
. - OW oV)]- (o OowW)~ (ov ou )~ Se VxV #0 — escoamento rotacional
o=VxV =| ——— I +| ——— || +| ——— |k 3
0z 0z OX oX oy Se VxV =0 — escoamento irrotacional

O sentido da rotacao é dado pela “Regra da Mao DireitLI:7
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Representacao dos diferentes tipos de Campos

a) Campo Escalar: representacdo do valor da grandeza escalar como uma funcao do espaco, (x, v, z),

no caso de coordenadas cartesianas,

e do tempo (t)

Ex: campo escalada da massa especifica (p) em coordenadas cartesianas

p=p(xy.21)

b) Campo Vetorial: a grandeza vetorial € composta por trés (3) componentes _escalares, sendo que
cada componente do campo vetorial € uma funcdo do espaco (X, y, z), no caso de coordenadas

cartesianas, e do tempo (t)

Y

=ui +Vj +Wk —

—

u=u(x,y,zt)

v=v(X,y,zt)

w=w(X,Yy,z,t)

c) Campo Tensorial: a grandeza tensorial € composta por nove (9) componentes escalares,
sendo que cada componente do campo tensorial € uma funcao do espaco (x, vy, z), no caso de
coordenadas cartesianas, e do tempo (t)

—

TXX Xy sz TXX = TXX (X,y,Z,t) Tyx = ¥X (X,y,Z,t) TZX R sz (X> y’ Zat)
T=T, T, T,| = Ty =T, (x,y,2,t) T,, =T, (X,y,2,t T,, =T, (x,y,2,t)
TZX zy zz TXZ - TXZ (X’ y,Z t) Tyz ~ lyz X,y,z,t Tzz = Tzz (X’ y’Z’t)
18

—_—
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Classificacdo e Principais Caracteristicas de um Campo

A depender das caracteristicas de um determinado campo, o mesmo pode ser classificado em:
| - Campo Permanente ou Estacionario: aquele cujas componentes ndo variam com o tempo
ex. p=p(xY.2); p=p(xy); p=p(x)
Il — Campo Transiente ou Ndo-Estacionario: aquele cujas componentes variam com o tempo
Ex. p=p(XYy.2t); p=p(Xyt); p=p(xt); p=p(t)
Il — Campo Uniforme: aquele cujas componentes nao variam com a posi¢cao espacial

Ex.. P= ,O(t)

IV — Campo Unidimensional: aquele cujas componentes variam ao longo de uma unica direcéo espacial

ex. p=p(X); p=p(y); p=p(2); p(xt); p=p(yit); p=p(zt)

V — Campo Bidimensional: aquele cujas componentes variam ao longo de duas direcdes espaciais

Ex. p=p(XY); p=p(Xx2); p=p(V.2); p(XYt); p=p(xzt); p=p(y.2t)

VI - Campo Tridimensional: aquele cujas componentes variam em todas as trés direcdes espaciais

Ex.: pZ,O(X,y,Z); p:p(x,y,z,t) 19
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2. Conceito de Fluido e Reologia
2.1 O Conceito de Fluido

Consideracdes Preliminares

Do ponto de vista da mecanica dos fluidos, toda a matéria encontra-se em somente dois
estados: fluido e sélido

\, Liquido

Area de contato, Tensdo de cisalhamento

il <
B > Taz= F/A

Forga, F

Borracha
deformada -

Deformagdo
de cisalhamento, o

Fonte: Cengel e Cimbala (2015)

solido
Fluido

e um fluido n&o resiste a aplicacdo de uma e um solido resiste a tensdo de
tensao de cisalhamento e escoa, deformando- cisalhamento aplicada deformando-se e
se continuamente, ndo importando o quéo pode retornar ao seu estado inicial caso a
pequena ela for; forca ndo ultrapasse o regime elastico;

e nos fluidos, a tensdo é proporcional a taxa de e nos solidos, a tensao € proporcional a
deformacéo (variagdo da deformagcédo ou deformacéo (deslocamento angular);
deslocamento angular com o tempo); « sob uma tensdo de cisalhamento

e sob umatensao de cisalhamento constante, um constante, o sélido para de deformar-se
fluido nunca para de deformar-se, porém a taxa num certo angulo de deformacao fixo;

de deformacéao tende para um valor constante;
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2. Conceito de Fluido e Reologia
2.1 O Conceito de Fluido

O Fluido como um meio Continuo

Hipotese do_Continuo: Apesar de um fluido ser composto por moléculas que podem estar bem
espacadas, considera-se que qualquer propriedade do fluido (densidade, etc.) varia continuamente no
espaco sem saltos de descontinuidade. Logo, o fluido é tratado n&o a nivel molecular mas a nivel de
particula ou elemento de fluido, onde neste pequeno volume composto por varias moléculas, o fluido

preserva todas as caracteristicas fisicas do material.

Fonte: White (2011)
P Incerteza
A microscopica

I
|
|
| Incerteza

: macroscopica
[

l

1200

7 = oV
0 | ov* =10%mm?
Variacfes de
— agregacoes
V:Trlagloes tornam-se
moleculares importantes
tornam-se
importantes

A massa especifica é mais
bem definidacomo

Ordem de grandeza de
uma particulade fluido

ONVN* ~10° mm®

Particula d
flui

OBS.: 1 mol de gés (T=25°C e P=1atm) ocupa 24,5L
e contem 6x10%% moléculas.

1 particula de fluido (gas), nas mesmas condicdes,
possui 2,45x1013 moléculas

Logo, o conceito de continuo pela média das
moléculas é justificado pelo grande namero de
moléculas

Meio Continuo: a variagdo de suas propriedades
€ tdo suave que o calculo diferencial pode ser
usado para analisar a substéncia. 93
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oy

Fonte: White (2011) .

Professor Dyrney Araljo dos Santos
Universidade Federal de Goiéas
Pés-Graduagdo em Engenharia Quimica

2.2 Tensdo Aplicada a Fluidos

Reologia: parte da ciéncia que estuda o comportamento da deformacéo dos fluidos frente a
tenséo cisalhante aplicada.

Considere abaixo uma camada de fluido entre duas placas paralelas separadas por uma

distancia dy. Aplica-se entdao uma tenséo de cisalhamento t na placa superior, enquanto a placa
inferior € mantida fixa.

Ou o1 . _f OBS.1: o angulo de deformacdo o6 cresce
‘ | continuamente com o tempo enguanto a tensado
_ T, for mantida.
| | ——— i = Ou X
7 —. —
/ T —
f yx >/
56 / ! OBS.2: observa-se experimentalmente que, para fluidos
Sy ' u(y) comuns como &gua, gasolina, Oleos e ar, a taxa de
J _,;’disfﬂfﬂ:'gggde deformacdo (variagdo do angulo de deformagéo com o
/ _—:,f velocidade)  tempo, 06/ ot ) é diretamente proporcional a tensdo de
f .7,*' cisalhamento aplicada (t,). Logo:
/ Sx 7
=10 24

TyXOC—

ot

Condicao de nédo-deslizamento: o fluido em contato direto com uma fronteira sélida adquire sua
velocidade (velocidade relativa nula), ou seja, “gruda” na superficie e ndo ha escorregamento.

24
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2.2 Tensdo Aplicada a Fluidos

ou of F Aplicando a tangente sobre o angulo 60 da figura
- Tyy = 1 ao lado, tem-se:
—-
| | —— i = OU
7 — 59— udt
/ L 000 ="5y
69 / !
'll-wn,’,'lr ﬁwj u(y)
5y / > (perfil de Para angulos pequenos, tem-se:
: i —> distribuic&o de
—»: velocidade)
/ i tgdo ~ 50
f 7
A Tomando-se o limite da variacao infinitesimal, a equacéo

/ dx
Fonte: White (2011) ....._/
T

Condicéao de néo-deslizamento: o fluido
em contato direto com uma fronteira
solida adquire sua velocidade
(velocidade relativa nula), ou seja,
“gruda” na superficie e ndo ha
escorregamento.

acima se torna a relacao entre a taxa de deformacéo e o
gradiente de velocidade:

dé du
dt dy
OBS.3: Desta forma, a tensdo de cisalhamento aplicada é

também proporcional ao gradiente de velocidade para os
fluidos lineares comuns.

25
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2.2 Tensdo Aplicada a Fluidos

ou Ot

=
I
| T

OV / —>;  (perfil de
. i —Vllf distribuicéo de
/ —bllf velocidade)

vy

/ ox

-

=10

Fonte: White (2011) T

Condicdo de néo-deslizamento: o
fluido em contato direto com uma
fronteira sdlida adquire sua
velocidade (velocidade relativa nula),
ou seja, “gruda” na superficie e néo
ha escorregamento.

OBS.6: Os fluidos lineares que seguem esta equacdo sado chamados de Fluidos
newtonianos em homenagem a sir. Isaac Newton (1642-1727)

Logo,
du
(X:_

dy

A constante de proporcionalidade é denominada

Tyx

! | —= it = 08U coeficiente de viscosidade ou viscosidade dinamica (n).

Logo,

_,du
yX dy

T

OBS.4: a tensdo também pode ser tratada como fluxo de
guantidade _de movimento (“mesma dimensao”), escrita como
abaixo, e o sinal negativo indica que o fluxo de quantidade de
movimento se da de forma contraria ao gradiente de velocidade.

_ massaxvelocidade
areaxtempo

Tyx

OBS.5: No caso da placa ao lado, o fluxo de
guantidade de movimento vai da placa superior
para a inferior, visto que o gradiente de
velocidade “aponta” da inferior para a superior
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2. Conceito de Fluido e Reologia
2.2 Tensdo Aplicada a Fluidos

Comentarios gerais sobre a distribuicdo de tensdo viscosa no interior de escoamentos de fluidos newtonianos

1) Lembre-se que o gradiente de velocidade presente na lei de Newton (EX.: du/dy ) € a tangente que
passa pela funcdo (perfil) de distribuicdo de velocidade em um determinado ponto no interior do

escoamento (conceito de derivada).

2) A Lei de Newton diz que a tensao viscosa (forca viscosa dividida pela area superficial de contato entre
as camadas de fluido ou entre uma camada de fluido e uma superficie solida) € proporcional ao gradiente
de velocidade

Alguns exemplos (Fonte das imagens: Cengel e Cimbala (2015)):

Ve
_— '
%
B T :
— = 7 o |
— - 1 ; :
e h : ! > J
— 1 Ay pogY
— B .
L X X
a) Perfil _uniforme de velocidade: b) Perfil linear de velocidade: a c) Perfil parabdlico de velocidade: a
ndo existe tensdo viscosa neste tensdo viscosa €& constante em tensdo viscosa varia com a posicao
tipo de escoamento, pois o0 qualquer posicdo no interior do no interior do escoamento, tendo um
gradiente é nulo em qualquer escoamento, pois o gradiente é valor maximo na parede e um valor
posicdo em seu interior. Neste constante (inclinacdo constante) nulo na metade do perfil (centro)

caso, ou o fluido é ideal, ou o

escoamento esta longe de paredes

solidas

3) Quanto maior for a tenséo viscosa necessaria para produzir o mesmo gradiente de velocidade, maior
sera a viscosidade do fluido
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2. Conceito de Fluido e Reologia ===
2.3 Viscosidade

Conceito de viscosidade de um fluido

Conceito_macroscoépico: A viscosidade dinamica (#) € uma medida quantitativa da resisténcia
de um fluido ao escoamento.

Conceito _microscopico: A viscosidade dinamica (#) tende a homogeneizar as velocidades
relativas entre as camadas de fluido. A viscosidade resulta da forca de atrito interno entre as
diferentes camadas de fluidos.

Alta Baixa

Unidades comuns da viscosidade dinamica (u)
Sistema Internacional (S.I.): kg/(m.s) = N.s/m? = Pa.s
Sistema CGS: g/(cm.s) = poise (P)

OBS.7: Aviscosidade da agua a 20°C é igual a 1,002 cP (centipoise) = 1,002x102 P. Desta forma,
a unidade centipoise serve como uma referéncia util

OBS.8: A razdo entre a viscosidade dinamica (u) e a densidade (p) € denominada de
viscosidade cinemética (v = u/p). Duas unidades comuns sdo m?/s e stoke (1 St =1 cm?/s) 28
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Conceito de viscosidade de um fluido

Efeito da temperatura sobre a viscosidade dinamica: Forte

Efeito da pressao sobre a viscosidade dinamica: Moderado, considera-se desprezivel para P < 100atm

A viscosidade dos gases aumenta com a

temperatura, visto que as colisdes » H
moleculares aumentam, aumentando, desta Lo
forma, a resisténcia ao escoamento.
A viscosidade dos liquidos diminui com a
temperatura, visto que moléculas mais energizadas
opbem-se  mais intensamente as  forcas
intermoleculares coesivas, diminuindo, desta

forma, aresisténcia ao escoamento.

-

T)
p— Lei de Poténcia
TO

(T/T,)"* (T, +9S)
X T+S

Lei de Sutherland

Y7,

Ho

»In

OBS.9: y, é uma viscosidade conhecida a uma temperatura de referéncia T,. As constantesne Se
a, b e c sdo ajustadas aos dados empiricos e depende do fluido

29
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2. Conceito de Fluido e Reologia
2.4 Classificagdo dos Fluidos

Os fluidos podem ser classificados segundo varias terminologias. De acordo com a reologia,
destacam-se:

a) Fluidos ldeais ou inviscidos: sdo aqueles cuja viscosidade dinamica € nula (4 = 0). Fisicamente, nenhum
fluido possui essa propriedade mas, as vezes, € uma hipotese simplificadora atil em Engenharia como
mostrado na imagem abaixo onde € mostrado o perfil de distribuicdo de velocidades em um fluido escoando
sobre uma placa plana:

Regido do escoamento onde os efeitos viscosos podem ser
— desprezados (regido longe das paredes sdlidas)

} Regido do escoamento onde os efeitos viscosos s&o importantes
(somente aqui ha a presenca de gradiente de velocidade)

Fonte: Cengel e Cimbala (2015) \
Placa plana

OBS.10: Aregido de escoamento adjacente a parede, na qual os efeitos viscosos e, portanto, os gradientes de
velocidade, séo significativos, € chamada de camada limite hidrodinamica. Esta camada é formada devido a
condicdo de ndo deslizamento e sera vista com maiores detalhes no decorrer do curso.

b) Fluidos newtonianos: como dito anteriormente, sdo aqueles cuja taxa de deformacdo é proporcional a
tensdo aplicada (Lei de Newton). Adicionalmente, a viscosidade independe da tenséo (viscosidade depende
somente da pressao e da temperatura)

Y
o dy 30
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Os fluidos podem ser classificados segundo varias terminologias. De acordo com a reologia,
destacam-se:

c) Eluidos nao-newtonianos: sdo aqueles que ndo seguem a lei linear de Newton. A viscosidade
destes fluidos depende da tenséo aplicada, além da temperatura e da pressao.

Representacao Grafica do Comportamento de Alguns tipos de Fluidos

A
T (d)
& (b)
(a)
T (c)
Tenséo
critica
0 >

Ty

(@) Fluido newtoniano (ou linear): a taxa de
deformacéo é proporcional a tenséao.
Ex.: &gua, ar, gasolina etc.

(b) Dilatante: a viscosidade “aparente” aumenta com
0 aumento da tenséo aplicada.
Ex.: suspensdes de amido, etc.

(c) Pseudoplastico: a viscosidade “aparente”
diminui com o0 aumento da tensao aplicada.
Ex.: suspensfes de polimeros, tintas etc.

(d) Fluido de Bingham: requer uma determinada
tensdo para comecar a escoatr.
Ex.: pasta de dente, ketchup, maionese, asfalto, etc.

31
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2. Conceito de Fluido e Reologia
2.5 Representagdo Matematica de Fluidos Ndo-Newtonianos

Os fluidos nao-newtonianos podem ser matematicamente descritos de forma similar
aos fluidos newtonianos como:

du sendo n a viscosidade aparente e D a taxa de

Ty = d_y ou Ty = 77D deformacéo (gradiente de velocidade)

OBS.11: enquanto que nos fluidos newtonianos a viscosidade é constante a uma dada

temperatura e pressao, nos fluidos ndo-newtonianos a viscosidade varia de acordo com
a deformacao sofrida

n:f(D)

Segundo a Lei de Poténcia (Power-Law ou fluidos de Ostwald de Waele), a viscosidade
aparente pode ser correlacionada a taxa de deformacéao (D) da seguinte maneira:

e

Ny = viscosidade aparente inicial
n-1

n=n,D"" sendo —

n = indice de comportamento do escoamento

Se——

32
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2. Conceito de Fluido e Reologia
2.5 Representagdo Matematica de Fluidos Ndo-Newtonianos
Logo, tem-se:

7= 77D _ (UODH) D= 770Dn visto que n, é dado por n= 770Dn_1

(Lei de Poténcia)

De acordo com a equacéo acima, conclui-se que:

| -Sen=1-—n=n,(constante) e o fluido comporta-se como newtoniano;
Il-Sen<1-—n=ny/(D") e o fluido comporta-se como pseudoplastico;

lll-Sen>1-—n=n,D"!eo fluido comporta-se como dilatante.

Para os Fluidos de Bingham, a relagcédo entre a tenséo e a taxa de deformacao pode ser
representada como:

Tiy =Tt n,D se Tjj > Ty sendo T, atensdo critica

33
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2. Conceito de Fluido e Reologia

2.6 Classificagdo dos Escoamentos de Fluidos
Os escoamentos de fluidos podem ser classificados em:

a) Escoamentos Laminar e Turbulento

| — Escoamento Laminar: baixas
velocidades; fluido escoa como se
fosse laminas sobrepostas; forcas
viscosas sobressaem em relagcdo as
forcas inerciais (Baixos Re).

Il — Escoamento de Transicao:
velocidades intermediarias; laminas
de fluido tendem a se perturbar;
forcas inerciais comegcam a ser tornar
importantes.

Il — Escoamento Turbulento: altas
velocidades; particulas de fluido se
misturam aleatoriamente; escoamento
tridimensional e transiente; forcas

inerciais se sobressaem em relagcéo as
Numero adimensional de Reyn0|ds forgas viscosas (A'tos Re)

_ forcainerciais _ Lvp
forcas viscosas  u

Fonte (modificado): www-mdp.eng.cam.ac.uk

Re

Osborne Reynolds
(1842 - 1912) Sendo: L, v, pe pum comprimento caracteristico, a velocidade média do fluido, a

(Fisico e engenheiro

irlandas) massa especifica e aviscosidade dinamica do fluido, respectivamente. 34
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2. Conceito de Fluido e Reologia

2.6 Classificagdo dos Escoamentos de Fluidos
Os escoamentos de fluidos podem ser classificados em:

a) Escoamentos Laminar e Turbulento

Comentarios gerais sobre escoamento laminar e turbulento

1) Em um escoamento turbulento, mesmo em regime “estacionario”, a velocidade
(dentre outras variaveis, tais como a temperatura, a concentracdo, etc.) sofre
flutuacbes ao longo do tempo. Logo, qualquer variavel instantanea (U) em um
escoamento turbulento é representada como sendo a sua média temporal ({J) mais a
sua flutuacao (u’), ou seja u=U+uU" . Esta representacdo é conhecida como
“Decomposicédo de Reynolds”. OBS.: o termo “estacionario” dito no inicio se refere ao

escoamento médio, visto que um escoamento turbulento é, por natureza, transiente.

u=u+u'

Fonte: Cengel e Cimbala (2015) Time, 1

u(r)

0 ! 2) Comparando os perfis de distribuicdo de velocidades do escoamento laminar e
. turbulento (neste caso o perfil medio), percebe-se que a tensdo viscosa na parede é
maior para o escoamento turbulento do que para o laminar. Logo, no escoamento
turbulento ha um maior atrito do fluido sobre a parede, quando comparado com o

! escoamento laminar. Iremos ver, futuramente neste curso, que o projeto de sistemas
, \ " de escoamento de fluidos depende fortemente do regime de escoamento em questéo
___L_—'- S ~ (laminar ou turbulento).
o ; Turbulent layer
4% [ Overlap layer
Buffer layer
Escoamento turbulento Viscous sublayer

39

Fonte: Cengel e Cimbala (2015)
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2.6 Classificagdo dos Escoamentos de Fluidos
Os escoamentos de fluidos podem ser classificados em:

a) Escoamentos Laminar e Turbulento

Comentarios gerais sobre escoamento laminar e turbulento

Laminar 5
Re, = 10°

Fonte: Cengel e Cimbala (2015)

(a)

Fonte: Cengel e Cimbala (2015)

Transitional Turbulent

Re, =3 x 10°

4) A figura ao lado mostra a
transicdo entre o regime laminar e
turbulento em um escoamento
sobre uma esfera. OBS.: quando
ocorre a transicao para o regime
turbulento em um escoamento
sobre uma esfera, hd uma reducéo
na forca de arraste. Logo, as
bolinhas de golfe possuem sulcos
(“buracos”) sobre a sua superficie
para que haja a transicdo “mais
rapida” para o regime turbulento e
elas possam ser lancadas a uma
maior distancia (menor arraste)

Fonte: Cengel e Cimbala (2015)
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3) A figura ao lado mostra um exemplo de transicdo do regime laminar

para o turbulento_em um escoamento sobre uma placa plana. Pode-se
perceber, novamente, que a tensdo viscosa na parede € maior para o
escoamento turbulento do que para o laminar. OBS.: como comentado
anteriormente, a regido proxima a parede onde h& gradientes de
velocidade (regido em cor “rosa”) € conhecida como camada limite
—— hidrodinamica (perceba que a sua espessura aumento no sentido do
escoamento) e sera vista com maiores detalhes no decorrer do curso.

5 A figura ao lado
mostra o0 escoamento
turbulento formado atrés
de um carro em
movimento (este
experimento foi realizado
no interior de um tanel
de vento
“fumacga” para observar
0 escoamento).

usando

36
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2. Conceito de Fluido e Reologia ===

2.6 Classificagdo dos Escoamentos de Fluidos

Os escoamentos de fluidos podem ser classificados em:

b) Escoamentos Interno e Externo

Escoamento Interno: Escoamentos completamente envoltos
por superficies soélidas. Sdo dominados pela influéncia da
viscosidade em todo o campo de escoamento.

Ex: escoamento no interior de tubula¢gdes. Seguem valores de
referéncia para o nUmero de Reynolds:

Re <2300 (Laminar) este caso L.
Re > 2300 (Turbulento) (diametro da tubulagao)

Escoamento Externo: Escoamentos nao confinados de um fluido
sobre uma superficie Os efeitos viscosos estdo restritos as
camadas-limite proximas das superficies sélidas e as regides de
esteira a jusante dos corpos.

Ex: escoamento sobre uma bola de ténis, sobre uma placa, sobre
um duto, etc. Seguem valores de referéncia para o numero de
Reynolds :

Fonte: Cengel e Cimbala (2015) Re < 5X105 (Laminar) NeSte’é@0 L= D
- E

Re > 5x10° (Turbulento) (diametro da bola) o7
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2. Conceito de Fluido e Reologia

2.6 Classificagdo dos Escoamentos de Fluidos
Os escoamentos de fluidos podem ser classificados:

c) Escoamentos Compressivel e Incompressivel

Escoamento Compressivel: escoamentos nos quais as variagfes na massa especifica ndo séo
despreziveis

Escoamento Incompressivel: escoamentos nos quais as variacfes na massa especifica sao
despreziveis

Numero adimensional de Mach

Ma = V' sendo: v e c avelocidade do fluido e a velocidade do som no fluido,
cujo valor é de 346 m/s no ar a temperatura ambiente e ao nivel do mar,

C
respectivamente
Ma<0,3 (Escoamento pode se considerado incompressivel)
Ma=1 Sénico
Ma <1 Subsénico

Ma>0,3 (Escoamento compressivel) —
Ma>1 Supersénico

Ma >>1 Hipersénico

Ernst Waldfried Josef Wenzel Mach
(1838 — 1916)
(Fisico e filosofo austriaco)

—

OBS.12: ndo confundir escoamento incompressivel com fluido incompressivel. O ar escoando a baixas
velocidades pode apresentar baixa variacdo de massa especifica apesar de ser considerado um fluido

compressivel.
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2. Conceito de Fluido e Reologia

2.6 Classificagdo dos Escoamentos de Fluidos

Possivel Classificacao da Mecanica dos fluidos de meios Continuos

Mecanica dos fluidos dos
meios Continuos

N&o viscoso (pu =0) Viscoso (p #0)

Laminar Turbulento

Compressivel Incompressivel Interno Externo

Fonte (modificado): White (2011)
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2. Conceito de Fluido e Reologia

Exercicio proposto: Uma placa infinita move-se sobre uma segunda placa (em repouso),
havendo entre elas uma camada de liquido (fluido newtoniano), como mostrado na figura
abaixo. Considerando que a velocidade u varia linearmente com y no interior do fluido no
espaco entre as placas (u = ay + b, sendo a e b duas constantes), determine a distribuicdo de
velocidade com base nas condicdes de contorno (ou seja, as constantes a e b). Determine,
também, a forca exercida pela placa superior sobre o fluido para que a mesma se mova com
uma velocidade constante V.

u=V placa movel
| e 1 = V'

h

40
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