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5. MVF para Problemas Difusivos e Advectivos

5.1 Problema de Difusdo e Advecgdo Unidimensional, em Estado
Estaciondrio e sem Termo Fonte

Observacdo 45: Nesta primeira analise, iremos considerar que o campo de velocidade é, de alguma
forma, conhecido, ou seja, as componentes do vetor velocidade nas faces dos volumes ja sado dadas e
néo precisam ser calculadas (u,, u,, V,, Vs, W, € w,). No préximo capitulo iremos discutir como calcular o

campo de velocidade.

Considere a equacédo de transporte contendo apenas o termo difusivo e o termo advectivo na forma

integral:

\

A

[n(pVg)dA=[n.(r Vg)A

]\ J

I'I'I ._______V_.

Y I
Termo Termo
Advectivo Difusivo

Considerando um problema unidimensional e integrando a equacgéo
acima sobre o volume centrado em P, tem-se:

(PUAS). —( pUAg). = (m%g j —(FAz—f j o 51

Por conveniéncia, iremos definir o fluxo advectivo (F) e a condutancia difusiva (D) nas faces das células

como sendo:

F:pu e D:L
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5. MVF para Problemas Difusivos e Advectivos
5.1 Problema de Difusdo e Advecgdo Unidimensional, em Estado

Estacionario e sem Termo Fonte

Logo, teremos, nas faces dos volumes: <

sz(pu)w; D,

Fe:(pu)e; D,

r

W

S

Como feito anteriormente, iremos empregar Diferencas Centradas para os termos difusivos (0s_termos
advectivos irdo ser tratados posteriormente). Considerando A, = A, = A, substituindo os termos acima

na Eqg. 5.1 e dividindo por A, tem-se:

|:e¢e - FW¢W = De (¢E _¢P)_ DW (¢p _% ) Eg. 5.2

Observacédo 46: Como assumimos, neste primeiro momento, que as componentes do vetor velocidade
nas faces dos volumes ja sédo dadas e ndo precisam ser calculadas, F, e F, sdo conhecidos, por

enquanto.

Observacao 47: Para resolver a Eq. 5.2, teremos que estimar os valores de ¢ nas faces do volume (¢, e

@,,). Como ¢ é analisado somente nos centros dos volumes, uma fun¢do de interpolagcdo terd que ser
assumida. Lembre-se que, por enquanto, assumimos Diferencas Centradas apenas para avaliar os

gradientes de ¢ para os termos difusivos e ndo o valor de ¢.
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5. MVF para Problemas Difusivos e Advectivos

5.1 Problema de Difusdo e Advecgdo Unidimensional, em Estado
Estaciondrio e sem Termo Fonte

a) Diferencas Centradas

Considerando como primeira aproximacdo para o termo advectivo Diferencas Centradas e que a
malha seja uniforme, tem-se:

bt duth
) 2 " 2

Substituindo estes termos na Eq. 5.2, teremos:

%(¢P+¢E)_%(% +¢P): De(¢E_¢P)_DW(¢P_ﬂN)

Aplicando a propriedade distributiva e agrupando os termos em comum, a equacgéao padrao do MVF
se torna:

F Observacédo 48: Observe que, quando se

ag = U, —— usou Diferencas Centradas para o termo

advectivo, foram obtidos coeficientes que

F nem sempre serao positivos a depender

— J = W dos valores de F e de D, como veremos a

Apfp =By fhy +3c | sendo 1@, =D, + 2 seguir. Como discutido anteriormente,

coeficientes negativos podem levar a

Eq.5.3 a, =a, +ag +(F — FW) instabilidades numéricas e solucdes
fisicamente incoerentes.
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5. MVF para Problemas Difusivos e Advectivos

5.1 Problema de Difusdo e Advecgdo Unidimensional, em Estado
Estacionario e sem Termo Fonte

a) Diferencas Centradas

Um aumento na variavel ¢ em uma determinada célula computacional, deve resultar em um aumento de

¢ nos seus vizinhos. Isto significa que, para se ter um comportamento fisicamente coerente, todos 0s
coeficientes da equacao padrao do MVF devem ser positivos.

O uso de diferencas centrais em problemas de
adveccdo dominante ocasiona, em geral, oscilacdes
numeéricas conduzindo a solucdes ndo-realisticas

— Solugao analitica
\ ~ o]
-‘—\—:’—1‘- ...... Solugdo numérica

Pode-se definir um numero adimensional que “mede” as “forgas relativas” entre a adveccédo e a
difusdo em um determinado problema fisico, conhecido como numero de Peclet (Pe)

Jean Claude
Eugéne Péclet
(1793 -1857)
A (Fisico francés)

F_ pu

e = =
D TI/6x

sendo

Observacdo 49: Quanto maior

Pe > 0= difusdo pura
Pe — oo = adveccao pura

Pe, maior a instabilidade e mais

fisicamente incoerente serd a solugdo numérica quando se utiliza
Diferencas Centradas para o termo advectivo
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5. MVF para Problemas Difusivos e Advectivos
5.1 Problema de Difusdo e Advecgdo Unidimensional, em Estado

Estacionario e sem Termo Fonte

a) Diferencas Centradas

Reescrevendo os coeficientes da Eq. 5.3, tem-se: <

~

Fe
ag =D, ——~
a, =D, +—~
a, =a, +a. +(F.-F,)

Comecando pela analise do ap, a equacdo da continuidade para um escoamento unidimensional e incompressivel é

dada por:
d(pu)

dx

=0, que apds discretizada se torna: (pUA)e —(,OUA)W =0, ou seja:

Desta forma, o critério para se ter uma solucdo fisicamente coerente (coeficientes positivos) quando se usa
Diferencas Centradas para o termo advectivo recai no coeficiente a.. Logo, considerando F, > 0 e F, > 0 (escoamento

unidirecional), deve-se ter:

Pe<?2

De—fg>4):>
2

,ou, de outra forma:

PUOX
I

<2

Observacdo 50: Observe que, quanto maior o fluxo massico (pu) frente ao coeficiente de difuséo (I), mais refinada
deve ser a malha computacional (menor valor de 6x) quando se utiliza Diferencas Centradas para o termo advectivo.
Isto, de certo modo, inviabiliza o seu uso em casos de problemas com adveccao.
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5. MVF para Problemas Difusivos e Advectivos

5.1 Problema de Difusdo e Advecgdo Unidimensional, em Estado
Estaciondrio e sem Termo Fonte

b) Upwind

O esquema de interpolagcdo Upwind considera que o valor da variavel ¢, na face do volume, transportada
por adveccéao seraigual ao valor no volume a montante da face considerada.

Exemplo:

O Parau positivo:

U Para u negativo:

B) /=4 © d=di

— » Q=0 ; b =0

—> | |
® : ® ; I%
I P I
AR e
u @ : L : d
> owowF

Aplicando Upwind para o termo advectivo e Diferencas Centradas para o termo difusivo, a equacgédo padréo do

MVF se torna:

aP¢P = aw% +aE¢E

Eq. 5.4

sendo <

-

a. =D, +max(0,-F,)

a, =D, +max(F,,0)

8, =a, +a; +(F,—F,)

Observacdo 51: A funcdo “méax” utilizada nos coeficientes
denota o méaximo valor entre parénteses, o que possibilita
determinar o sentido do fluxo massico e, consequentemente, o
valor de ¢ correto nas faces.

Ex: Se o fluxo estiver no sentido positivo, F, e F, séo
positivos, logo:

ar=D, ea, =D, *+F,
Caso contrario, F, e F,, sdo negativos, logo:
ar=D,+F,ea, =D,

Nota-se que, independente do sentido do fluxo, todos os
coeficientes sdo sempre positivos!! 105
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5. MVF para Problemas Difusivos e Advectivos

5.1 Problema de Difusdo e Advecgdo Unidimensional, em Estado
Estaciondrio e sem Termo Fonte

b) Upwind — Solug&o analitica
¢’\ ------ Solucdo numérica
. ~ .
O uso de Upwind em problemas de adveccéo
dominante gera sol_ugoes f|5|camen.te " altos Gradientes
coerentes, porém suaviza o0s altos gradientes a
introduzindo a chamada “Difusdo Numerica”
ou “Falsa Difusdo”. — e
X

Observacdo 52: A funcdo de interpolacdo Diferencas Centradas € classificada, em termos de acuracia, como sendo
de 22 ordem, enquanto o Upwind é classificado como sendo de 12 ordem. As funcdes de interpolacdo de 12 ordem
normalmente causam a “Falsa Difusédo”, ou seja, suaviza altos gradientes, quando o escoamento nao esta alinhado
com as linhas da malha computacional.

Observacdo 53: O conceito de 13 22 etc. ordem de acuracia da funcdo de interpolacdo esta relacionado a
aproximacao por uma série de Taylor truncada até um determinado termo para se tornar igual a prépria funcéo de
interpolacdo. O termo de truncamento, ou seja, o termo que sera desprezado, pode ser funcdo de Ax, Ax?, Ax3etc.
(espacamento da malha). Por exemplo, se o termo de truncamento depende de Ax, o erro da aproximacado diminui
com a diminuicdo proporcionou de Ax, sendo entdo de 12 ordem de acuracia (Ex.: Upwind). Por outro lado, se o
termo de truncamento depende de Ax?, o erro da aproximacdo diminui com o quadrado de Ax, sendo entdo de 22
ordem de acuracia (Ex.: Diferenca Centrada). Desta forma o erro numérico de uma funcao de 22 ordem diminui mais
rapidamente com o refino da malha do que o de 12 ordem. Uma outra forma de verificar esta classificacdo é perceber
gue a funcdo Upwind usa apenas um ponto da malha para estimar o valor na face da célula (12 ordem), enquanto a
Diferencas Centradas utiliza dois pontos da malha (22 ordem). Logo, é de se esperar, o que realmente acontece, que
uma funcado de 32 ordem ir4 estimar um valor na face se baseando em trés pontos da malha computacional.

Para maiores detalhes ver “Apéndice A” do livio VERSTEEG e MALALASEKERA (2007).
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5. MVF para Problemas Difusivos e Advectivos

5.1 Problema de Difusdo e Advecgdo Unidimensional, em Estado
Estacionario e sem Termo Fonte
b) Upwind

Exemplo de “Falsa Difusao” utilizando o Upwind para um escoamento ndo alinhado com as linhas da malha
computacional:

Considere um problema puramente advectivo com as condi¢fes de contorno dadas na malha computacional abaixo
e a solucao numérica, para diferentes refinos da malha computacional, sendo comparada com a solucéo analitica.

Malha computacional e condigdes de contorno Solucdes numéricas para diferentes refinos da malha (10x10,
X ¢ =100 50%50 e 100%x100) comparada com a solugdo analitica
AN 22 ——= = T T T
N
S
N
N — Upwind 100 x 100
N 80 |- —
\\ — Upwind 50 x 50
N
~
N —~——  Soluggo Analitica
> 60 [— —
o \\
o N o
-~ N I [}
1l S s
N
= \\ 40 I~ -
N N\=—— Upwind 10 x 10
\\
N
N
AN 20 |- —
\\
2 AN
E AN
[ N | | | S———
I ~ 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4
N 6=0 X Distancia ao longo da diagonal X-X (m)
u=2m/s 107

Fonte: VERSTEEG e MALALASEKERA (2007)
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5. MVF para Problemas Difusivos e Advectivos

5.1 Problema de Difusdo e Advecgdo Unidimensional, em Estado
Estaciondrio e sem Termo Fonte
c) Esquema Hibrido (Spalding, 1972)

E uma combinacg&o entre o esquema de interpolacio de 22 ordem Diferencas Centradas (para Pe <2) e o
esquema de 12 ordem Upwind (para Pe 2 2).

A equacéao padrao do MVF para o esquema Hibrido pode ser escrita como:

r —_

a. = mélx{—Fe,(De —% 0

: F
ap¢P :a\NﬂN +aE¢E sendo 4 &, =max{FW,(DW+?W ,0

a, =a, +a. +(F.-F,)

"

Observacéo 54: E facil de verificar que se Pe < 2, os coeficientes se tornam iguais aos da utilizacdo da Diferencas
Centradas para o termo advectivo (Eqg. 5.3), enquanto para Pe > 2, esta equacao se torna a equacao para Upwind
(Eqg. 5.4).

Observacédo 55: Como este esquema muda automaticamente a depender de Pe, ele sempre garante coeficientes
positivos, ou seja, resultados fisicamente coerentes. Porém, ainda causa “Difusdo Numérica” pois em altos
valores de Pe ele representa um esquema de 12 ordem.
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5. MVF para Problemas Difusivos e Advectivos

5.2 Problema de Difusdo e Advecgdo Bidimensional, Transiente e
com Termo Fonte

Vimos que a forma geral da equacéao de transporte (integral) para uma propriedade “¢” qualquer é dada por:

I&(Ipcédgjdujj (pVg)dadt=[ [n.(r Vg)dAdt+ [ | S,dddt

At At A At A At VC
\ J \ J J

! | Y J
Termo Transiente Termo Advectivo Termo Difusivo Termo Eonte

]

Considerando um esquema implicito para o termo transiente, Diferencas Centradas para o termo difusivo e o
esquema Hibrido para o termo advectivo, a equacao discretizada para um problema bidimensional se torna:

aP¢P — a\N% + aE¢E + as¢s + aN¢N + ag¢8 + Su

sendo:
a, =a,+a. +a.,+a, +as +AF =S,
ad = po AXAY /At

(o) >
a, =max| F,.(D, +F,/2),0] .~ (pv). Ax D,
() o

F =(pU) Ay Observacdo 56: Lembrando
w gue estamos considerando,
(Fw/é‘X\NP)Ay por enquanto, que
conhecemos o campo de

(F /5XPE )Ay velocidade.
(F /5)/ )AX Estes coeficientes séo
SP i ifi

facilmente modificados para
se obter Diferencas

/5yPN)AX Centradas ou Upwind
“puros” para 0s termos
advectivos.

a. =max| -F,,(D, - F,/2),0]
as =max| F,,(D, +F,/2),0]
a, =max| -F,,(D, -F,/2),0] AF=F -F +F —-F
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5. MVF para Problemas Difusivos e Advectivos

5.3 Problema de Difusdo e Advecg¢do Tridimensional, Transiente e
com Termo Fonte

Vimos que a forma geral da equacgédo de transporte (integral) para uma propriedade “¢” qualquer é dada por:

[= (Ip¢d9]dt'+ﬂ (pVg)dAdt = [ [n.(I" Vg)dadt+ [ [ s,ddt

At At A At A At \VC
\ \ J J J
I Y Y |

Termo Transiente Termo Advectivo Termo Difusivo Termo Fonte

Considerando um esquema implicito para o termo transiente, Diferencas Centradas para o termo difusivo e o
esquema Hibrido para o termo advectivo, a equacéo discretizada para um problema tridimensional se torna:

Observacao 57:

B = Ayt + 8 + A + Ay + 8y + g + s + S, Lembrando

gue estamos
considerando,

a, =a,+a; +as+a, +az+a; +ap +AF - S, por  enquanto,

sendo:

a = Pp AxAyAz/At R = (pu )W Y D., ( W/é‘XWP )Ay ggrrir;)%cemos dc;
a, = max[F ’ D = /2 O] Fe —(pU)e AyAz De - (Fe/5XPE)Ay velocidade.
F, =(pv). AxAz D, =(T,/8ys)Ax  Estes.

a. =max| -F,,(D,-F./2),0] - _ S [ 5o Saeiimente

n— ('Ov)n AXAz Dn - (Fn/gyPN )AX modificados
a, =max| F,,(D, +F,/2),0] F, = (ow), AxAy D, =(T,/02g ) AXAY Darencas <"
A = méx —F, (B, ~F,/2).0] F () Ay D=(T oz )y g
a, =max[ F,,(D, + F,/2),0] gg:;:véiffna‘;g

aT:méX[_Ft’(Dt_FT/Z)’O:I AI:=Fe_Fw—i_Fn_Fs_'_Ft_Fb 110
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5. MVF para Problemas Difusivos e Advectivos

5.4 Esquemas de Interpolagdo de Ordens Superiores para o Termo
Advectivo

Vimos que o esquema Upwind evita a instabilidade numérica e garante que todos os coeficientes
serdo positivos. Porém, este esquema € de 12 ordem de acuracia (causa “Difusdo Numérica”), logo
precisamos buscar esquemas estaveis mas de ordens superiores.

Alguns esquemas de interpolacéo para o termo advectivo de ordens superiores sao:

0 QUICK (Quadratic Upwind);

==

v Van Leer (Van Leer, 174);
0 Upwind de Segunda Ordem;
v Van Albada (Van Albada et al., 1982);

0 Esquemas TVD (Total Variation Diminishing) =4, mid-Mod (Roe, 1985);

v UMIST (Lien e Leschziner, 1993);

v etc.

—

Para maiores detalhes destes esquemas de ordens superiores, ver, por exemplo, VERSTEEG
e MALALASEKERA (2007).
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