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1. Introducao
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1.1 Curiosidades e importancia de sistemas de padronizagdo

Mado francesa ou mdo inglesa na diregdo?

Por que na Inglaterra (e em outros
paises) se dirige pela esquerda?

“Possivel explicagao”: como a maioria
das pessoas sao destras, durante a era
medieval, se alguém atacasse um
soldado na estrada, sua mao direita
estaria livre para usar uma espada.

Alguns paises que adotam este sistema:
Além dos britanicos, Japéao, India,
Australia, Africa do Sul, Tailandia,
Guiana, Zimbabue, etc.

Por que na Franca (e em outros paises)
se dirige pela direita?

“Possivel explicagao”: Napoleao
Bonaparte era canhoto, por isso ele
precisava ficar do lado direito duma via
para estar preparado num duelo, ja que
empunhava sua espada com a mao
esquerda. Servia, também, para
identificar a sua tropa a distancia.

Alguns paises que adotam este sistema:
Além da Frang¢a, EUA, Brasil, Alemanha,
Russia, etc.

Fontes: https://super.abril.com.br/mundo-estranho/por-que-na-inglaterra-se-dirige-pela-esquerda/; https://apureguria.com/europal/inglaterra/por-que-os-ingleses-dirigem-
do-lado-esquerdo/; https://aventurasnahistoria.uol.com.br/noticias/almanaque/historia-por-que-dirigimos-pelo-lado-direito-da-pista.phtml 2
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Mdo francesa ou mdo inglesa na diregdo?
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Curiosidades e importdncia de sistemas de padronizagdo

- Como surgiu a numeragdo dos sapatos?

86—

iif “Ponto Inglés”: comegou com um decreto do rei Eduardo |, da Inglaterra, em 1305,
@] que estipulou que uma polegada equivaleria a trés graos de cevada secos e
;M alinhados. Por volta do século 17, na Inglaterra, apés algumas variagées na medida,
2‘;‘. os sapateiros ingleses adotaram o tamanho de um ter¢o de polegada (0,846 cm =
¥ a 8,46 mm), o equivalente a um grao de cevada. Durante a Revolugao Industrial, as
5] nagdes europeias decidiram padronizar o tamanho do grdo e o transformaram em
7 uma unidade chamada “ponto” ou “ponto inglés”. E adotado, hoje, no Reino Unido e
2B em alguns territérios que foram colénias britanicas, como os EUA. Existe, também, o
ZE meio ponto (0,423 cm = 4,23 mm), por isto existem sapato 7,5; 8,5; etc;

5]

=

2 “Ponto_Francés”: surgiu em Paris no século 19 e equivale a dois tercos de um
e centimetro (0,66 cm = 6,6 mm). O Brasil, dentre outros paises, adota o “ponto
s francés”.

1B

v

16—

% Devido a diferengca na largura média dos pés dos cidadaos de cada pais, o inicio da
Lo contagem (“ponto 0”) é um pouco diferente.

15 —

B Ex.:

22)2 > No Brasil a contagem comecga a partir do -2; logo, se uma pessoa cal¢a 35 no Brasil, seu
o] numero francés sera 37;

22 > No Brasil, se uma pessoa calga 36, deve pedir um sapato 5 na Inglaterra, visto que até o
63 13,5 o tamanho é infantil para os ingleses e a contagem recomec¢a no 13,5 para adultos;

2} > No Japao, a medida é feita como sendo um ponto para cada centimetro do pé, ou seja, se
5] o pé tiver 20 cm, o numero do sapato sera 20.

=

ﬂ—: Fonte: jos<sapatos/;

=gl | badige 4
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1. Introducgao

1.1 Curiosidades e importancia de sistemas de padronizagdo

Sequem trés, dentre varios, exemplos:

Em 1628, o navio de guerra “Vesa”, considerado o mais poderoso do mundo na época,
naufragou em sua viagem inaugural, a menos de dois quildmetros da costa. Morreram, no total,
30 tripulantes.

Causa principal do acidente: conflito no uso de sistemas de unidades!

Os arquedlogos encontraram quatro réguas usadas na construgcao: duas estavam calibradas
em pés suecos, que tém 12 polegadas, enquanto as outras usavam pés de Amsterda, com 11
polegadas.

Em 23 de julho de 1983, um jato Boeing 767-200 (companhia Air Canada), ficou totalmente sem
combustivel a altitude de 41.000 ft (12.500 m), quando voava sobre o povoado de Gimli, na
provincia canadense de Manitoba. A tripulagao conseguiu pousar o aviao em segurancgal

Causa principal do acidente: conflito no uso de sistemas de unidades!

O Canada havia adotado o Sistema Internacional de Unidades (S.l.) em 1970. O aviao deveria ter
sido abastecido com 22.300 kg (49.200 Ibm) de combustivel, mas recebeu apenas 22.300 Ibm
(10.100 kg), menos da metade.

Em 23 de setembro de 1999, a comunicagcao com a sonda da NASA “Mars Climate Orbiter”’
(MCO), que tinha como objetivo o estudo do clima marciano, foi perdida. A sonda foi destruida
ao tentar entrar na orbita de Marte! O custo da sonda foi em torno de US$ 125 milhoes!

Causa principal do acidente: conflito no uso de sistemas de unidades!

As instrugcoes eram enviadas, da Terra para a sonda, no Sistema Inglés de Unidades, enquanto
que a sonda utilizava o Sistema Internacional de Unidades (S.l.)
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1.2 Dimensoes e Unidades

a) Dimensao: esta relacionada a natureza fisica de uma grandeza. Ela indica o

tipo de quantidade que esta sendo medida, sem se preocupar com o valor
numérico nem com a unidade utilizada.

Ex: o comprimento é uma dimensao associada as grandezas fisicas distancia,
deslocamento, largura, deflexao, altura etc.

i) Dimensoes Primarias: nos “fenédmenos de transporte” ha apenas quatro dimensoes
primarias das quais todas as outras podem ser derivadas

Massa (Mass) —  [M]
Comprimento (Length) — [L]
Tempo (Time) — [T]
Temperatura (Temperature) — [0]
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1. Introducgao

1.2 Dimensoes e Unidades

i) Dimensoes Secundarias: sao aquelas cujas existéncias dependem da combinacao
entre as Dimensodes Primarias.

Ex: a forca esta diretamente relacionada com massa, comprimento e tempo pela
segunda lei de Newton
ZF =ma

Por meio desta relagdo vemos que, dimensionalmente: Forca [ML/Tz]
Outros exemplos sao:

Area [L] Volume [L’] Viscosidade [M/LT]

Velocidade [L/T] Aceleragio [L/T"] Pressdo [M/LT’]

Densidade [M/L3] Energia [MLZ/TZ] Tensdo [M/LT?]
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1. Introducgao

1.2 Dimensoes e Unidades

b) Unidades: é o padrao usado para expressar o valor de uma grandeza fisica. Cada
unidade é associada a uma dimensao especifica.

Ex: centimetro e polegadas sao ambas unidades numeéricas para expressar o
comprimento.

i) O Sistema CGS: neste sistema, as unidades fundamentais sao:

—

L: cm (centimetro)
M: (grama)
CGS —» — S .
T: S (segundo)
. 0:

°C (Celsius)

Duas unidades bastante utilizadas em mecanica dos fluidos no sistema CGS sdo o poise (homenagem a
Jean-Léonard-Marie Poiseuille), unidade de viscosidade dinamica, e o stoke (homenagem a George
Gabriel Stokes), unidade de viscosidade cinematica

Sir(:;;:;rgeé(t)gl;w 1P (1 pOiSC) =1 g/(cm.s) Jean-Léo(r;e;;c;-En:;iggl;oiseuille
(Matematico e Fisico irlandés) 1 St (lstoke) — lcmz/s (Médi‘li?;iiiliigcg’flrw;t:;?tico e

Os conceitos de viscosidades dinamica e cinematica serdo posteriormente discutidos neste curso 8
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1.2 Dimensoes e Unidades

ii) O Sistema Internacional (S.l.): adotado em quase todo o planeta desde 1960 com a realizagao
da 112 Conferéncia Internacional de Pesos e Medidas (Paris, Franca)

PROBLEMA

Exemplo: antes, o quilo teve como referéncia
internacional um pedagco de platina-iridio, em
formato de cilindro, armazenado em Paris desde
1889, mas esse quilo original perdeu 50
microgramas em 100 anos.

SOLUCAOQ: Para resolver este problema, as definicdes das unidades do S.l. passaram a ser estabelecidas a partir de um
conjunto de sete constantes definidoras da fisica. Logo, ao fixar o valor numérico exato, a unidade torna-se definida,
porque o produto do valor numérico pela unidade deve ser igual ao valor da constante que foi postulada como
invariante (imutavel).

Exemplos das modificagoes no S.l. sofridas nos ultimos anos

Unidade no S.I. Até 2019 Apos 2019
kelvin Definida como 1/273,16 da temperatura termodinamica Sua redefinigao é nos termos da
(Temperatura) do ponto triplice da agua, ou seja, ao ponto triplo da constante de Boltzmann

agua correspondem 273,16 kelvin.

quilograma Massa equivalente a do prototipo internacional do Definido nos termos da constante de
(Massa) quilograma, que € um cilindro de uma liga de platina e Planck, assegurando estabilidade de
iridio com 39 milimetros de diametro e 39 milimetros de  longo prazo a unidade de massa do Sl.
altura cuja massa deve ser igual a 1 decimetro cubico
de agua destilada a 4,44 °C.
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i) O Sistema Internacional (S.l.): adotado em quase todo o planeta desde 1960 com a
realizacao da 11 Conferéncia Internacional de Pesos e Medidas

As sete constantes definidoras do S.l. e as sete unidades correspondentes por elas

definidas
Constante Simbolo da Valor numérico Unidade da Unidade Simbolo da
definidora constante da constante constante definida unidade
Frequéncia da AV 9192631 770 Hz segundo S
transicao hiperfina
do césio (Cs)
Velocidade da luz c 299 792 458 m s’ metro m
no vacuo
Constante de h 6,626 070 15 x Js kilograma kg
Planck 1034
Carga elementar e 1,602 176 634 x C ampere A
10-19
Constante de K 1,380 6243}9 x 10" J K1 kelvin K
Boltzmann
Constante de N, 6,022 140 76 x mol-! mol mol
Avogadro 1023
Eficacia luminosa Keg 683 Im W- cadela cd 10
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i) O Sistema Internacional (S.l.): adotado em quase todo o planeta desde 1960 com a
realizacao da 11 Conferéncia Internacional de Pesos e Medidas

Algumas Dimensoes Primarias

Unidades no S.I.

Massa [M]
Comprimento [L]
Tempo [T]
Temperatural0]

kg (quilograma)
m (metro)
s (segundo)
K (Kelvin)

Algumas Dimensodes secundarias

Unidades no S.I.

Forca [MLT-]

Pressao ou tensdo [ML1T-]
Energia, calor, trabalho [ML2T]

Poténcia [ML2T-3]
Viscosidade [ML-1T-1]
Aceleracéo [LT2]
Velocidade [LT]

kg.m/s?2 = N (Newton)

N/m? = kg/(m.s?) = Pa (Pascal)
N.m = kg.m?/s2 = J (Joule)

J/s = kg.m?/s3 = W (Watts)
kg/(m.s) = Pa.s
m/s?

m/s 11



http://www.dyrney.com/

Professor Dyrney Araujo dos Santos
Universidade Federal de Goias
Curso de Engenharia Quimica
site:

1. Introducao

1.2 Dimensoes e Unidades

ili) O Sistema Inglés de Engenharia (FPS): No FPS (feet-poundal-second), a massa, o
tempo, o comprimento e a temperatura sao dados por

e

Comprimento [L] —> ft (pé)
Massa [M]: — lIb,,  (libra-massa)
FPS — —
Tempo [T]: — S (segundo)
Di soes F 1
(DumensGes Fundamentais) Temperatura [0]: — °F (graus Fahrenheit)

S—

Neste caso, a lei de newton deve ser reescrita como:

ma ft.Ibm

=——, emque =32,174
g T s Ibf.s?

A constante de proporcionalidade, g, tem dimensées e um valor numérico diferente de 1
quando se usa o Sistema Inglés de Engenharia. Para o Sistema Internacional, por exemplo, g,

éiguala1. 19
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1.2 Dimensoes e Unidades

iv) O Sistema Britanico Gravitacional (BG): No sistema BG algumas unidades sao:
libra-forca [F], pés [L], segundos [T], slugs [M] e grau Rankine [0].

Algumas relagcoes entre as dimensoes primarias e secundarias nos S.l. e BG

Dimensoées Unidades no SI Unidades no BG Fator de conversao
Massa kg slug = Ibf.s?/ft 1 slug = 14,594 kg
Comprimento m ft 1ft=0,3048 m
Tempo S S 1s=1s
Temperatura K ‘R 1K=1,8°R
Velocidade m/s ft/s 1 ft/s = 0,3048 m/s
Presséo ou tensao Pa Ibf/ft? 1 Ibf/ft?2 = 47,88 Pa
Poténcia W ft.lbf/s 1 ft.Ibf/s = 1,3558 W
Viscosidade kg/(m.s) slugs/(ft.s) 1 slugs/(ft.s) = 47,88 kg/(m.s)

Nao se tratando do sistema S.l.,, € comum a energia ser dada em termos de Btu (British
Thermal Unit) e a poténcia em hp (horse power).

1 hp=745,7 W
| BTU=1055] 13
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1.2 Dimensoes e Unidades
iv) O Sistema Britanico Gravitacional (BG): No sistema BG as unidades basicas sao:
libra-forca [F], pés [L], segundos [T], slugs [M] e grau Rankine [0].

Comentarios adicionais:

1) No sistema BG é, também comum, expressar a pressao em Ibf/in? ou psi (“pounds per
square inches”);

2) No caso de pressao absoluta (conceito que sera estudado posteriormente), é utilizado
o termo psia (o “a” vem de “absolute”, que em portugués é “absoluto”; logo, em inglés
seria “absolute pressure’);

3) Ja para a pressao relativa ou manométrica (conceito que sera estudado
posteriormente), utiliza-se o termo psig (o “g” vem de “gauge”, que em portugués pode
significar “manomeétrica” ou “relativa”; logo, em inglés seria “gauge pressure”)

Relacao entre as principais unidades de pressao

1 atm = 101325 Pa = 14,69595 psi = 1,01325 bar = 760 mmHg =
10,34 mca = 1013250 dyn/cm” = 1,0339 kgf/cm®

14
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Variag6es nas escalas de temperatura: as escalas Celsius (T;) e Kelvin (Tx) possuem a mesma
variagao de temperatura (possuem 100 intervalos de divisado), diferente das escalas Fahrenheit (T;)
e Rankine (Tg) (possuem 180 intervalos de divisdo) que, por sua vez, possuem a mesma variagao
entre si.

Comparacao de Escalas de Temperatura

Celsius Kelvin Fahrenheit Rankine
(°C) (K) (°F) (°R)
Ponto de vapo-
rizacao da 4gua 100 373,15 1212 671,67
a 760 mmHg ____________________________________________________________________ B Anders Celsius William Thomson
100 100 180 | 180 (1701 — 1744) (Lorde Kelvin)
pOIltO de con- divisOes divisoes lelSO€4891 = divisoes (Astréf?crmo, fisicc)) e - §1%r24e— 1e9‘(;l7:) .
gelamentoda .0 _J - 273,15/%p @ 32 y ‘ geotisico sueco isico Ie 9299" ero
3gua a 760 mmHg || riandes)
Temperatura
de Zero -273,15°C 0
Absoluto 6 """""""""
Bulbo Bulbo Bulbo Bulbo Daniel Gabriel o o 4
Sensor Sensor Sensor Sensor Fahrenheit oy Bt
(1686 1736) Macquorn Rankine
(FlSlcoafe?;;e)nhelro (1820 - 1872)
(Polimata escocés)
Relacao entre as principais unidades de temperatura
9 5
T, = ETC+32; T, :E(TF—32); T,=T,+459,69; T,=T.+273,15 15
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c) Principio da Homogeneidade Dimensional: na engenharia e na ciéncia, todas as
equacoes devem ser dimensionalmente homogéneas, isto é, cada termo
aditivo/subtrativo/igualado em uma equacao tem de ter as mesmas dimensaoes.

Nos exemplos abaixo, considere m, v, g, p, z, AP e C como sendo a massa, a velocidade, a
aceleragao da gravidade, a massa especifica, a distancia na vertical, a diferenca de pressao e uma
constante, respectivamente.

2
mv

Exemplo 1: Energia Cinética =

| ML*/T? |=| ML?/T? |

2
Exemplo 2: V?+£+gz =C
P

(L2 /T2 )+ (L2 /T2 +[L2 /T2 = [L? /T2
Observe que que somente se iguala ou se soma (ou subtrai) grandezas fisicas que possuem as

mesmas dimensdes. Sempre faga uma analise dimensional antes de usar qualquer equagao
fisica. 16
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d) Prefixos convenientes para unidades de Engenharia: advém da necessidade e

dificuldade de representar graficamente niumeros muito pequenos ou muito grandes.

Fator multiplicativo Prefixo Simbolo

1012
109
106
103
102
10
10
10-2
103
106
109
10-12

tera
giga
mega
quilo
hecto
deca
deci
centi
mili
micro
nano

pico

Exemplos:

P = 114000000 Pa = 114 MPa (mega-pascal)

t = 0,000000003 s =3 ns (nanossegundos)

17
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Exercicio Proposto 1: A agua a 20°C tem uma viscosidade dinamica p = 1cp
(centipoise). Expresse esses resultados nos seguintes sistemas de unidades:

a) S.l.
b) BG

Exercicio Proposto 2: Considere a equacao abaixo que descreve o escoamento de
um fluido através de um orificio

v=C /£
Y

em que, v é a velocidade do fluido, AP é uma diferenca de pressao (queda de
pressao), p é a densidade do fluido e C é uma constante. Determinar a unidade da
constante C de acordo com o Sistema Internacional (S.l.)

18
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a) Grandeza Escalar: requer apenas um valor numérico para ser totalmente

caracterizada.

Ex: massa, comprimento, area, volume, densidade, viscosidade, condutividade
térmica, calor especifico, temperatura, etc.

b) Grandeza Vetorial: requer, além do valor numérico (moédulo), uma direcao e um
sentido. Ex: velocidade, aceleracao, forga, etc.

&7

_>
representacao de um vetor “U ”
qualquer em coordenadas
retangulares ou cartesianas

—

u=ui+ y]+uk

Nota-se que u,, u, e u, sao
escalares (fornece o médulo em
cada direg¢ao). Logo, suas somas
necessitam da multiplicagao por
vetores unitarios i, j e k (fornece a
direcao e o sentido sem modificar

o0 moédulo ou valor numérico).

René Descartes
(1596 — 1650)
(Filésofo, fisico e
matematico francés)

20
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Principais Operacoes Envolvendo Vetores

i) Adicao de Vetores: o resultado da soma ou subtracao entre vetores é um vetor.

Ex: sejam dois vetores quaisquer, UeV, logo,

u+v =(uxi +u,j +uzk)+(vxi +v,j +vzk)

—_

:(“x +vx)l7+(uy +vy)j’+(uz +Vz)k —> | Vetor

ii) Multiplicagcao de um Vetor por um Escalar: o resultado da multiplicacao de um
vetor (y;) por um escalar (a) é um vetor.

au =a(uxi +u,j +uzk)

=aui +au,j+auk| —>| Vetor

21


http://www.dyrney.com/

Professor Dyrney Araujo dos Santos
Universidade Federal de Goias
Curso de Engenharia Quimica

1. Introducgao
1.3 Algebra Tensorial

ili) Produto Escalar entre Vetores: o resultado do produto escalar entre dois vetores,
representado por “.”, € um escalar. Nao existe produto escalar entre escalares e nem entre

um escalar e um vetor!

Ex: sejam dois vetores quaisquer, iy ey, logo,
u.y :(uxi +u,j +uzk).(vxi +v,Jj +vZk)

Aplicando a propriedade distributiva, tem-se:

—_ —

=uyv, (i g )+uxvy (;]) +u. v, (;£)+ ot UY, (lglg)

Por definicao, o produto escalar entre dois vetores ortogonais unitarios “a” e “b”
quaisquer é dado por, sendo 6 o angulo formado entre os dois vetores:

i=b, cos O)=1e a.b=1.1.1=1

ﬁ.lgz‘ﬁ“lg‘cos(ﬁ) se ~
a#b, cos(90)=0e a.b =1.1.0=0

Logo, retornando a equagao anterior, tem-se:

u.y|= uyv,+uy, +uyv | ——>| Escalar 29
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iv) Produto Vetorial entre Vetores: o resultado do produto vetorial entre dois vetores,
representado por “x”, € um vetor normal ao plano definido pelos vetores. Nao existe
produto vetorial entre escalares e nem entre um escalar e um vetor!

Ex: sejam dois vetores quaisquer, iy ey, logo,

UXV =(uxi +,j +uzk)><(vxi +v,J +vzk)
Aplicando a propriedade distributiva, tem-se:

=uU_v, (fxf)+uxvy (fx])+uxvz (ka)+...+uzvz (kxk)

Por definicao, o produto vetorial entre dois vetores ortogonais unitarios “a” e “b” quaisquer é
dado por, sendo 6 o angulo formado entre os dois vetores e “n” o vetor unitario perpendicular,
tanto ao vetor “a”, quanto ao vetor “b”

Nota-se que sen(0) sera +1, 0 e -1
- - quando o angulo entre “a” e “b” for 90°,
axbzn‘a”b‘sen(ﬁ) 0 e -90°, respectivamente. Usa-se a
“Regra da Mao Direita” para se
determinar o sentido do novo vetor.

23
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iv) Produto Vetorial entre Vetores: o resultado do produto vetorial entre dois vetores,
representado por “x”, € um vetor normal ao plano definido pelos vetores. Nao existe
produto vetorial entre escalares e nem entre um escalar e um vetor!

Desta forma, tem-se:

fxf:jxj':/;xl;=0

—_

ixj=k| |jxi=—k| |jxk=1| |kxj=—i

!
X
~.|
Il
.|
~.|
X
!
Il
|
.

Logo, retornando a equagao anterior, tem-se:

—_

UXV z(uyvz —uzvy)i +(uv,—uyv,)j +(uxvy —uyvx)k

O mesmo resultado acima pode ser obtido pela resolugcao do seguinte determinante de matriz

[
—
~

24


http://www.dyrney.com/

Professor Dyrney Araujo dos Santos
Universidade Federal de Goias
Curso de Engenharia Quimica

1. Introducgao
1.3 Algebra Tensorial

v) Produto Triplo entre Vetores: o resultado do produto triplo entre vetores é um
escalar.

Ex: sejam trés vetores quaisquer, 17,V e w, logo,

Verifique abaixo a importancia em se saber o resultado da operacao (ex.: se resultara em
escalar, vetor, etc.) para que se saiba por onde comecar a operagao (pelo “.” ou “x”?)

UV XW =u.(Vxw) :(uxi +uy]+uzk).[(vxl7+vyj +vzk)><(wxi +w,j +Wzk):|

Aplicando a propriedade distributiva e as propriedades do produto escalar e vetorial, feitas
anteriormente, tem-se, apoés rearranjo:

U.(Vxw)|=u W, +u vy w Uy W Uy WU YW, UV W,

O mesmo resultado acima pode ser obtido pela resolug¢ao do seguinte determinante de matriz

u.(vxw) =, v, v

w, W W, 95
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c) Grandeza Tensorial: um tensor, ao contrario de um vetor, possui 9 componentes, originadas
das interagcées de uma forga (3_componentes) sobre uma superficie (3_possibilidades de acao).

Logo, um tensor possui 3 componentes em cada diregao espacial.

A
y ATyy
T = F s | Possui unidades no S.1. T I
A em N/m?ou Pa 74
Xy
) sz ;xx
Representacao geral do tensor T; T KT
I = direcao normal a aplicacao da forga [ T, ) >
Jj =diregéo da forga X

Existem dois tipos basicos de tensées que agem sobre uma superficie:

Tens6es normais: agem perpendicularmente a face do cubo (T; ou Tj)

Tensoes de cisalhamento: agem tangencialmente a face do cubo (T;).
26
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c) Grandeza Tensorial: um tensor, ao contrario de um vetor, possui 9 componentes, originadas
das interac6es de uma forca (3_componentes) sobre uma superficie (3_possibilidades de acao).
Logo, um tensor possui 3 componentes em cada uma das trés diregoes espaciais.

As componentes de um tensor podem ser melhor representadas na forma matricial (matriz 3x3),
sendo “i” relacionado as linhas e “j” as colunas. Este formato matricial facilita nas seguintes

identificagoes:

CT;C .’T E T 5 A diagonal principal
T T T : T representa os tensores
= E . normais, sendo os demais
¥ yy + yZ cisalhantes
T T T ~~~~

12 coluna: componentes / \/ “\) 32 coluna: componentes

de T que agem na . de T que agem na
diregdo “i” ou “x” 2% coluna: componentes diregcdo “k” ou “z”
de T que agem na
direcao “j” ou “y”

Visto que cada coluna representa as componentes do tensor que agem em uma determinada
direcao, em termos das diregoes i, j e k, T pode ser representado como:

r=(7,.T,.T,)i +(T,.T,.T,)j +(T..T,.T, )k

27
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Exemplos de Operacoes Envolvendo Tensores

i) Soma de Tensores: o resultado da soma entre tensores é um tensor.

Ex: sejam dois tensores quaisquer, 7 e §, logo:

T;cx ];cy ];c S XX S xy sz T;cx + S XX I xy + S xy T;cz + sz
T T S - T;’x T;’y T;’Z T Syx Syy SyZ - T;’x T Syx Tyy T Syy T;’Z T SyZ
sz sz Tzz Szx Szy Szz T'zx—l_Szx ];y+Szy ];z+Szz

Ou, de outra forma

T+S:[(Txx+Sxx),(Tyx+Syx),(TZx+SZx)]f+
+:(Txy+Sxy),(Tyy+Syy),(TZy+SZy)]]'+
+:(T +sz),(T +S )(T +SZZ)]IE

Xz vz vz zz

28
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ii) Produto escalar entre um Vetor e um Tensor: o resultado do produto escalar entre

um vetor e um tensor é um vetor.

Ex: seja um vetor i/ e um tensor 1’ , logo:

u.T =(uxz7+uy]'+uzl€).

Ou, de outra forma

/
T;cx xy
X Tyy

\ " zx zy

ﬁ.T:(uT +u T +”szx)

X7 xx VX

(uT+uT+wT

X" xy z7zy

(uT vuT +uT

X7 xz vy yz z7zz

)i+
)i

Xz

yz

29
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d) Operador Nabla (V): € um vetor e representa a derivada ou taxa de variagcao espacial de uma
grandeza nas trés dire¢coes espaciais. Em coordenadas cartesianas, pode ser representado

como: P P P B

N7 ( )’na( )j+—( )k

O operador nabla pode ser aplicado, também, em coordenas cilindricas e esféricas, apés as
transformagoes dos vetores unitarios e das derivadas parciais, de acordo com as figuras abaixo

A ¥ 3
z (x,y,2) ou ‘ ,("g’;)q,;’"
|. (r,B,Z) '-‘!: E R |
| 0/ |
: A
| Sz
' Z / i
E > N yr Coordenadas
N ¢ i y Coordenadas £y X Esfeéricas
0 X Cilindricas y
I 3 X X=VS€]’Z(9)COS(¢)\ r:\/x2+y2+z2
yo Tretd)) rediey (6)sen(9) {0 =arctan( + 7 2
=rsen(0)sen(@) ;0 =arctan|\|x" +y" /z
y=rsen(6)0=arctany/x 4 4
i z=2z z=rcos(0) | z=arctany/x g
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Desta forma, apés aplicar a regra da cadeia nas respectivas derivadas e rearranjar, o operador nabla em

coordenadas cilindricas e esféricas, se torna, respetivamente:
Coordenadas Esféricas

Coordenadas Cilindricas
0 1 0 O 0, . 10 . 1 0 -
_ 7 - - Y = B, - V=— -
V_Gr( )er+r60( )ea—'_@z( )eZ € 81”( )er+r8¢9( )69+rsen(6’)8¢( )e¢

sendo: e, ey e, € e, os vetores unitarios das dire¢ées radial, circunferencial, azimutal e axial,
respectivamente (sao usados para diferenciar dos vetores unitarios i/, j e k do sistema cartesiano)

Existem diferentes operacoes em fenomenos de transporte envolvendo o operador nabla aplicado a
escalares, vetores e tensores. Sequem alguns exemplos:

Gradiente _de um_ Escalar: é um vetor que representa, fisicamente, o aumento espacial de uma
determinada grandeza (ele sempre “aponta” para o sentido de crescimento de uma grandeza fisica).

De uma forma geral, para um escalar C qualquer, tem-se:

Coordenada cartesiana VCIa—Cé +la—cé +8_Cé’ Coordenada
4 ¢ z Cilindrica
0- 0=+ 0p oc. oc- oc &7 ) 190 o
ve=c|Li+ L+ 25— lve=27 4955,
ox oy oz A
= oC . 10N, 1 oc Coordenada

or " rog " rsen(6) 0¢ | Esférica

aP ~ GP - aP ng
Ex: o gradiente de pressdo, em coordenadas cartesianas, é representado como: VP = I+ J T k
ox oy oz 31
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o Divergente de um Vetor ( V. ): € um escalar que representa, fisicamente, “uma taxa de
deformacao” de uma determinada grandeza. De uma forma geral, para um vetor (C qualquer, tem-se,
em coordenada cartesiana:

oc, , 9C, ac,

-~ |0+ 0= 0 - # - ~ .
VC=|—i+—j+—k | |Ci+C j+Ck| —> |V.C= +
{ ’ }[ % ] ox Oy Oz

ox oy’ 6z

O divergente do mesmo vetor em coordenadas cilindricas e esféricas, se torna, respetivamente:

Coordenada Cilindrica Coordenada Esférica
_’—li 1% aCYz Vé:ig ZC 1 0 0\C 1 6C¢
VC—rar(rCr)+r 00 i Oz S 8r(r r)+rsen(6’) ae(se"( ) 6')+rsen(6’) 0@

Ex: o divergente do vetor velocidade de escoamento de um fluido J/ pode ser representado abaixo, em
coordenada cartesiana (daqui pra frente, iremos sempre representar as componentes do vetor
velocidade de escoamento de um fluido como: u, v e w, nas diregées x, y e z, respectivamente):

Se VV<0 —> compressao do fluido
L -~ Ou Ov Ow -
V=ui+vi+wk —> VIV = 8_ + 5 + 8_ Se VJ =0 — escoamento incompressivel
X Z .
Se V.V >0 — expansao do fluido

32
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Divergente de um Tensor ( V. ): o divergente de um tensor T origina um vetor, como mostrado
abaixo, em coordenada cartesiana:

oT - (oT, oT, OT,
T T T V.T = 6TM+ y’“+asz [+ ——+—+ J+
0- 0~ 0 - Z NESL )~ ox oy 0z ox ('By 0z
V.T = a—l +8_J +8_k 1T, T, T,| ou 5 -
X y Z T;x TvZ T;Z + T;cz + Yz + a]—;z ]_é
g ox oy Oz

O divergente do mesmo tensor em coordenadas cilindricas e esféricas, se torna, respetivamente:

Coordenada Cilindrica

V.T:[aT’” 10%, , oL, +£(TW —ng)}ér +[8Tr@ + 1% | 9Ly +£(Tr€ +T09)}ég+(aT” 1% | 9T, +£jé2
or r o8 o0z r or r ol oz r or r o0 o0z r
Coordenada Esférica
t(0 oT, |
vre| e L 100, cot(0)) 1 e L, _1,)|e+
or r r 00 r rsen(@) op r |
e sle 1Ty 0Oy LT T, o),
or r r 06 rsen(@) r ‘
oT T oT, or,, T 1o
NP I ey 1 . ¢r+00( )(T9¢+T¢9) :,
or r r 06 rsen(@) op r r 33
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« Laplaciano de um Escalar ( V.V ou V?): o laplaciano de um escalar C qualquer origina um escalar,
como mostrado abaixo em coordenada cartesiana:

GC»

oC - oC -

J+

k| —s
GZ}

VC =

62C 6C o°C

6x2 oy’ 62

O laplaciano do mesmo escalar em coordenadas cilindricas e esféricas, se torna, respetivamente:

Coordenada Cilindrica

Coordenada Esférica

Vic==-— >
¥’ 00 82

r or

Ja(acj ]62(? o°C
r— |+—
or

ViC=——

1 0

1

0

)i o°C

%)
v +
or

r Oor

rzsen(e) 00

(sen(e)

ac]
_|_
00

r’sen’ (9) o¢’

» Rotacional de um Vetor (V x ): o rotacional de um vetor C qualquer origina um vetor perpendicular a
superficie formada pelos outros vetores, como mostrado abaixo em coordenada cartesiana:

VxC = i?%—i +2
x ol e

k:|X|:Cx;+Cy]+CZ]€:| =

i

0
ox
Cx

ik
o 0
oy oz
c, C
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ou seja:

= aC, - . (eC .
VxC = oL\ %y i+(£—£jj+ y 9C, e
oy Oz Oz  Ox ox 0Oy

O rotacional do mesmo vetor em coordenadas cilindricas e esféricas, se torna, respetivamente:

) (LA S AR IR B

Cilindrica r 00 Oz oz or 00

Coordenada |y x (" = ! { 0 (C¢sen(9))——}e,

I  oC, 10 _ 1|0 oC, |
Esférica ~ rsen(0)| 0 J{ ———(qu,)}eg+—[a—(rcg)_%}e¢

rsen(@) op ror r| or

Ex: o rotacional do vetor velocidade de escoamento de um fluido J, também conhecido como “Vetor
Vorticidade” (@ ), pode ser representado abaixo em coordenadas cartesianas:

ox Oy

- — ow ov)- (ou ow)- (Ov ou)- Se VxV %0 — escoamento rotacional
N N N AT
4 X

J T — . .
Se VxV =0 — escoamento irrotacional

O sentido da rotacao é dado pela “Regra da Mao Direita” 35
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ferentes tipos de Campos

a) Campo Escalar: representacao do valor da grandeza escalar como uma funcao do espaco, (x, y, z),
no caso de coordenadas cartesianas, e do tempo (t)

Ex: campo escalada da massa especifica (p) em coordenadas cartesianas

p=p(x,yz1)

b) Campo Vetorial: a grandeza vetorial é composta por trés (3) componentes escalares, sendo que
cada componente do campo vetorial € uma fungao do espacgo (x, y, z), no caso de coordenadas

cartesianas, e do tempo (t)

—

V=ui +vj + wk —

c) Campo Tensorial: a grandeza tensorial é

—

u zu(x,y,z,t)
V= v(x,y,z,t)

W= w(x,y,z,t)

—

composta por nove (9) componentes escalares,

sendo que cada componente do campo tensorial € uma fungcao do espaco (x, y, z), no caso de

coordenadas cartesianas, e do tempo (t)

—

T, T, T, T = Tii (X, ¥, 2,1) T = yx(X,y,z,t) T, =T, (x,y,2t)
r=\7, T, T.| — Txy=TXy(x,y,z,t) T,, = yy(x,y,z,t) sz:TZy(X,y,Z,t)
T, T, T.) |Te=Tg(xyzt) T,=T,(xy.2t) T,=T,(xy.z!)

36
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Classificacao e Principais Caracteristicas de um Campo

A depender das caracteristicas de um determinado campo, o mesmo pode ser classificado em:
| - Campo Permanente ou Estacionario: aquele cujas componentes nao variam com o tempo
Ex: p=p(x.0.2); p=p(xy); p=p(x)
Il - Campo Transiente ou Nao-Estacionario: aquele cujas componentes variam com o tempo
Ex: p=p(x,3.21); p=p(xpt); p=p(xt); p=p(t)
lll - Campo Uniforme: aquele cujas componentes nao variam com a posig¢ao espacial

Ex.: ,0=,0(l‘)

IV — Campo Unidimensional: aquele cujas componentes variam ao longo de uma unica diregao espacial

ex: p=p(x); p=p(y); p=p(2); p(x1); p=p(y.t); p=p(z1)

V — Campo Bidimensional: aquele cujas componentes variam ao longo de duas dire¢gdes espaciais

Ex: p=p(xy); p=p(xz); p=p(r.2); p(x.y.1); p=p(x.zt); p=p(r.zt)

VI - Campo Tridimensional: aquele cujas componentes variam em todas as trés dire¢cées espaciais

Ex: p=p(xr.2); p=p(xyz1) 37
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