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3 . Difusao de Massa Transiente

3.1 Comentarios Iniciais

Professor Dyrney Araujo dos Santos
Universidade Federal de Goias
Engenharia Quimica

Alguns processos que envolvem difusao transiente de massa

 processos de secagem de carvao, madeira, produtos alimentares, graos, etc.;

» processos de endurecimento da superficie do aco com carbono a altas temperaturas (utiliza-se altas

temperaturas para aumentar a difusividade do carbono no sélido);

 processos de dopagem em materiais semicondutores (dopagem em silicio para fabricar placas de

circuitos eletrénicos, etc.)

« processos fabricacao de joias (Ex.: safira clara recebe a cor azul ao ser embalada com oxido de titanio

e de ferro em p6é em uma estufa a cerca de 2000°C durante cerca de 1 més sendo que as moléculas de
titanio e ferro penetram menos de 0,5 mm durante o processo);

As Equacoes Gerais de Conservacdao para o componente “A”, contendo o termo transiente, além da
variagcao espacial e o termo de geracao, em base massica e molar sao, respectivamente:

P,
ot

oC,
ot

+Van, =r,

+V.N,=R,

A solugcao analitica destas equagdes diferencias
completas com condi¢gées de contorno complexas é
geralmente proibitivo (usa-se o calculo numérico).
Consideraremos aqui as solugoées de alguns
processos praticos de menor complexidade
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3 . Difusao de Massa Transiente

3.2 Difusdo em um Meio Semi-Infinito

Comentario: Considera-se que o soluto que esta sendo transferido nao penetra muito no meio de difusao, ou seja, a
fronteira oposta do meio nao exerce nenhuma influéncia (meio semi-infinito).

Situacao de ocorréncia: tempo de difusdo curto ou sistemas com D,z muito pequeno (em fase liquida ou sélida).
Ex.: absorgédo de O, em um tanque de agua profundo; dopagem de silicio; endurecimento do ago

Fonte constante para A Hipoteses: ndo ha advecgao; nao ha termo de geracado (R,= 0); D, €
z=0 constante; concentracao inicial uniforme (C,(z, t=0) = C,,); gradiente da
concentracao de “A” unidimensional (apenas em z)
z Ca(0,t) =Cps
Meio B = .
Sorvedouro para A Equagdo Geral:
Fio. 1 Condig&o inicial o +V.| =CD ;Vx, + xAZ]vi =R,
g Ca(z,0)=Cp l
Equacao Simplificada ap6s utilizar as hipéteses:
Condicao de contorno oC i D VO
Ca(»,t)-Cpo Ot 4B 4
0.12 e t=100s Equacao Simplificada em coordenadas cartesianas:
0.10 —=—1=1000s aC aZC
0.08 ——{=5000s 4 :DAB—zA
' ot 0z

C, (2,1) (mol A/m?)

0.06 3
C,. = 0.1 mol/m oo .
0.04 As 0 mol/m® Condicoes inicial e de contorno de acordo com Fig. 1:
. CAo = U molim
- —6 2 — — f . . ..
0.02 D,g = 11078 cm?/s Exom F:,Ifr;gaope rﬂzra e C,(zt=0)=C,,, condi¢io inicial
difusEo fransients de “A° C,(z=0.t)=C,q, condingio de contorno
0.00 em meio semi-infinito _ dicio d
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 C,(z—>»,t)=C,,, condigio de contorno

Fonte: Welty et al. (2017)  Pposition, z (cm)
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3 . Difusao de Massa Transiente

3.2 Difusdo em um Meio Semi-Infinito

Para simplificar as condigcées de contorno, ou seja, torna-las homogéneas, sera utilizada a seguinte
transformagao da concentragao de “A”

0=C,— Cyo
A equacao diferencial e suas condig¢des inicial e de contorno se tornam

5 H(z,t = 0) = (), condigao inicial
00 06 o
o =D, W7 Eq.1 com 0(z=0,¢)=C,;—C,,, condingdo de contorno

H(z — oo,t) = (), condi¢ao de contorno

Para resolver esta “EDP”, pode ser aplicado a “Transformada de Laplace”, cujo resultado da
aplicacao na Eq. 1 é dada por:

_ d’0 d’0 s — Comentario: A Transformada de Laplace
s0 —0=D,,—5 ou - = 6 =0 Eq.2 transformou a “EDP” (6 fungdo de z e t) em
dz dz D, uma “EDO” (8 fungdo de z e s)

Aplicando a “Transformada de Laplace”, também, nas condi¢gdes de contorno, tem-se:

N C . —-C Recordar: Algumas Transformadas de Laplace - L{}
0 (z=0)=—£—42 condingio de contorno 50 ~
Ay L{E(z t)}zsé’(z,s)—é’(ztzO)

6 (z — ) =0, condi¢do de contorno

: 58
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3 . Difusao de Massa Transiente
3.2 Difusdo em um Meio Semi-Infinito

A solucao geral da Eq.2 é dada por, sendo A, e B, as constantes de integragdo (Recordar Equacao
Caracteristica — EDO com coeficientes constantes)

6 = A, exp(Z«/S/DAB )+Bz exP(_Z\/S/DAB )

- Para a condicido de contorno: 5(2 - oo) =0

O=Ajexp(oo S/DAB)+BIexp(—oo\/S/DAB) = (A4, =0| (O deve ser finito)

CAS B CA()
S

o Para a condicdao de contorno: é(z = 0) =

(CAS_CA()):BI exp(—Ox\/S/TAB) > |B, :(CAS_CAO)

S

Logo, a solugao analitica se reduz a

Comentario: E necessario a aplicagdo

g . (CAS - CAO) D Eq.3 da “Transformada de Laplace
- exp\—z S/ AB a- Inversa” para retornar a variavel
S

original no dominio do tempo
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3.2 Difusdo em um Meio Semi-Infinito

Aplicando a “Transformada de Laplace Inversa” a Eq. 3, tem-se:

0=(C,—C,)erfc

z

2D i

(CA B CAO)
(CAS CAO)

= erfc

2Dt

=1—erf

z

2Dt

sendo erf (a) e erfc (a) a funcao erro e a funcao erro complementar, respectivamente

Professor Dyrney Araujo dos Santos
Universidade Federal de Goias
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site:

A funcao
definida como:

é

)
Eq.4 erf ()= %je“zdu

Comentario 1: A difusao transiente descrita pela Eq.4 aplica-se melhor sob a condigao que (sendo L a espessura real
do meio suposto semi-infinito):

Comentario 2: A funcao
erro é uma fungao
matematica padrao,
assim como as fungdes
seno e tangente, cujo
valor varia entre 0 e 1
(Ver Tabela e Figura ao
lado)

Fonte (modificado): Cengel e Ghajar (2012)

L>D,t
(CA_CA())
(CAS_CA/))
1.0 T
0.8 \
0.6 \
L erfc(¢) |
04 \<
0.2 <
0.0 \-—-..._kj
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
z
/ 2D

¢ erf ¢ ¢ erf ¢

0 0.0 0.85 0.7707
0.025 0.0282 0.90 0.7970
0.05 0.0564 0.95 0.8209
0.10 0.1125 1.0 0.8427
0.15 0.1680 1.1 0.8802
0.20 0.2227 1.2 0.9103
0.25 0.2763 1.3 0.9340
0.30 0.3286 1.4 0.9523
0.35 0.3794 1.5 0.9661
0.40 0.4284 1.6 0.9763
0.45 0.4755 1.7 0.9838
0.50 0.5205 1.8 0.9891
0.55 0.5633 1.9 0.9928
0.60 0.6039 2.0 0.9953
0.65 0.6420 22 0.9981
0.70 0.6778 24 0.9993
0.75 0.7112 2.6 0.9998
0.80 0.7421 2.8 0.9999

Fonte: Welty et al. (2017)
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3 . Difusao de Massa Transiente

3.2 Difusdo em um Meio Semi-Infinito

O fluxo unidimensional (N, ,) da difusdo da espécie “A” no meio semi-infinito na superficie do
meio (z = 0) é dado por:

Recordar:
Ny, =—DAB& sendo ac, :_(CAS_CAO) ierf(u):ieuzu'
B dz |,_, dz |._, 7D it dz N
D
Logo: | N, 0 —AtB (CAS _CAO)

A massa total da espécie “A” transferida com o tempo t (m,) pode ser determinada integrando o
fluxo em relagdo ao tempo como mostrado abaixo, sendo A, a area da secao transversal a
transferéncia, M, a massa molar de “A” e m,, a massa inicial de “A” (t = 0)

t t D
m, (t)_on :AtrMAjNA 20 Al e 11, (t)_on X ‘A/rMAJ-\,ﬁ(CAS _CAo)dt
0 0

4D 5t

Logo: (m (t) =M,y + AerA (CAS N CAO)
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3 . Difusao de Massa Transiente

Exercicio Proposto 4: Considere a dopagem de fésforo no silicio puro cristalino a 1100°C, que
representa uma temperatura suficientemente alta para promover a difusdao do fésforo. A
concentragdo de fosforo na superficie do silicio (C,s) é de 2,5x10%° atomos de P/cm? de Si sélido,
que é relativamente diluida. Adicionalmente, o revestimento rico em fésforo é considerado uma
fonte infinita relativa a quantidade transferida de atomos de P, de modo que C,5 pode ser
considerado constante.

Determine a profundidade do filme fino de Si-P apds 1 hora, se a concentracao desejada for de 1%
do valor na superficie (2,5x10'® atomos de P/cm? de Si sélido).

Dado: o coeficiente de difusao dos atomos de P (espécie “A”) no silicio (espécie “B”) é dado por
D,g = 6,5x10-13 cm?/s a 1100°C (1373K).
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3.3 Difusdo em um Meio Dimensionalmente Finito

Considere a difusao molecular unidimensional de um soluto “A” (sem advecc¢ao) através de uma placa

soélida de espessura uniforme, L, em estado transiente.

A Equacéao da difusdao simplificada, em coordenadas retanqulares, para o caso descrito pode ser

escrita conforme abaixo:

Fonte (modificado): Cengel e Ghajar (2012)

oc, _, oC,

o m g Y

C,(z,t=0)=C,,, condigdo inicial

Inicialmente
Ca-Chno

C,(z=0,t)=Cq, condingdo de contorno

C,(z=L,t)=C, condi¢do de contorno

Para simplificar as condicoes de contorno, as concentragoes podem ser expressas em termos da

variacao adimensional de concentracao “Y”, dada por

(CA — CAS) derivando duas _vezes
_ com relagao a “z”, tem-se
(CAO CAS )

<
oY 1 o°C,

~

or = ! %4 , 1* Derivada
oz (C,—Cy) Oz

, 2% Derivada

oz’ _(CAO—CAS) oz’ 63
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3 . Difusao de Massa Transiente

3.3 Difusdo em um Meio Dimensionalmente Finito
Derivando uma vez com relagao a t, tem-se:

oY I acC,

o (C,—C,) Ot

Substituindo na Equacgao Original (Eq.1), tem-se:

2 Y (z,t=0) =1, condigdo inicial
(Eq.2) oY =D oY sujeito as condig6es

il _ Y (z=0,t)=0, condingdo de contorno
AB P de contorno:
ot 0z

Y(z=L,t)=0, condigio de contorno

Note que apoés a transformacgao de variavel, as duas condicées de contorno sdo agora homogéneas e o valor de
“Y” ficou restrito ao intervalo de 0 a 1.

Para resolver esta “EDP”, pode ser aplicado o “Método de Separacao de Variaveis”, em que:

Considera-se que haja uma solugao produto para a equacao diferencial sendo este produto composto por uma
funcao apenas do tempo “t”, T(t) e por uma fungao apenas da posicao “z”, Z(z), da forma

Comentario: Se esta fungao for
(Eq.3) Y(Z,f):T(t)Z(Z) solugdo da equagdo diferencial, ela
deve satisfazé-la apos a substituicao.

derivando a solugao uma vez com relagao a t e duas com relagao a z, tem-se, respectivamente:

oY p dT o’y 7 d’Z
—_— = — e =
o  di o0 dZ 64
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3 . Difusao de Massa Transiente

3.3 Difusdo em um Meio Dimensionalmente Finito

Substituindo as derivadas na Eq. 2, tem-se:

2
Zd_T:D TdZZ dividindo por “D,z.T.Z”, torna- I_dr = 1dZ (Eq.4)

dt AB ? se: DABTE_E d22

O lado esquerdo da equacao Eq. 4 depende apenas de “t” e o lado direito apenas de “z”. Logo, ambos s6
podem ser iguais a uma constante. Para este estudo, ja foi verificado que esta constante devera ser

negativa (-A?), pois caso contrario (positiva ou nula), obter-se-a uma solugao nao fisica ou trivial.

Assim, sado originadas as seguintes EDOs:

[ dT dT
——— = — LD . T= Eq.5
DT dt dt+/1 3] =0 (Ea.5)
1d°Z d’Z

) —
Z dz’ dz’

Cujas solugoes gerais sao dadas por, respectivamente:

+A°Z=0  (Eq®)

I'= C]e_DABﬂ“Z’ e Z=C,cos(Az)+C;sen(Az) (Eas.7e8)
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3 . Difusao de Massa Transiente
3.3 Difusdo em um Meio Dimensionalmente Finito

Substituindo as solugdes gerais (Eqs. 7 e 8) na solugao produto proposta anteriormente (Eq. 3),
tem-se:

Y(z.t)= C e P [C2 cos(Az)+C;sen (lz)}

ou
Comentario: As constantes A=C,C,, B=C,C,

Y(Z,f) = [A CcoS (/12) + Bsen (/IZ)] e_DABﬂzt (Eq.9) e L sio obtidas por meio das condigdes

inicial e de contorno na solugao geral

« Para a condicdo de contorno: Y(Z = O,t) =0

0= [A cos(/l.O) + Bsen (/1.0)] e Pkt A=0

 Para a condicao de contorno: Y(z = L,t) =0

—=

B x 0 Nao aplicavel pois a dependéncia de Y com z desaparece
2; duas possibilidades

() = Bsen (/I.L)e_DAB’I > —

sen(AL)= 0 satisfaz o problema

— 66
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3 . Difusao de Massa Transiente

3.3 Difusdo em um Meio Dimensionalmente Finito

Desta forma, a responsabilidade recaira sobre a fungao senoidal (devera ser nula)

5 ________
Z ~
= o° Para que a fungao T
senoidal seja nula, ¢ === AL, =nm ou AL =—] com (Il =1,2,3, 4,5...)
necessario que L.
Obs: O valor n = 0 foi descartado, pois ele implicaria que Y (z,t) = 0.
SENO

Fazendo as devidas substituicoes e reconhecendo que a constate “B” pode depender de “n”,
tem-se:

nirz —DAB(mr/L)Zt Comentario: A solugdo particular
Y =BnS€I’l — | € desta equagcao ¢é composta por
L infinitas solugdes (a depender de n).

Visto que o problema é linear, a solugao geral é dada pela soma das solugdes particulares através do
Principio da Superposicao. Logo:

Y = Z_;anen (n_;zz} g (/L)'
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3.3 Difusdo em um Meio Dimensionalmente Finito

- Por fim, para se determinar B, aplica-se a condicéo inicial: Y(Z,t = 0) =1

[ = Z_;anen (%) (Eq.10)

A determinacdo de B, se mostra um pouco complicada, porém ha um método padrao disponivel. O
método envolve escrever uma expansao em série infinita em termos de fungdes ortogonais.

*Relembrando: Um conjunto infinito de fungdes g.(z), 9,(2), 9;(2) ... 9,(z), é considerado ortogonal
num intervalo a <z < b, se:

b

_ Fungoes trigonométricas
jgm (Z)gn (Z) =0 com (m#n) exibem ortogonalidade.

a

Estratégia Matematico: A utilidade deste conceito no presente problema reside no fato de que
qualquer fungcdao matematica “f(z)” pode ser representada por uma série infinita de fungodes
ortogonais “g,(z)” como a segue

7(2)=3Pg, () Ean)
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3.3 Difusdo em um Meio Dimensionalmente Finito

Multiplicando os dois membros por “g,(x)” e integrando no intervalo [a,b]

Abrindo a expressao do somatoério do lado direito, tem-se:

if(Z)gn(Z)dFign )| Pg,(z)+Pg,(z)+Pg;(z)+..Pg,(z

:P]:[gn (Z)g] (z)dZ+PZJjgn (z)g2 (z)dz+P3j:gn (z)g3 (z)dz+...+Pangn (z)g

Zerando os termos de integrais contendo fungodes diferentes,

jf z)dz = P,x0+P,x0+P,x0+.. +Pjg

b

Logo, jf(z)gn (z)dz=Pnj[gj (z)dz

a

Professor Dyrney Araujo dos Santos
Universidade Federal de Goias
Engenharia Quimica
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]dz

n(z)dz+...

69


http://www.dyrney.com/

Professor Dyrney Araujo dos Santos
Universidade Federal de Goias
Engenharia Quimica
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3.3 Difusdo em um Meio Dimensionalmente Finito

Explicitando P,, resulta em:

b

jf(z)gn (z)dz
P =4 p (Eq.12)
!gi (z)dz

n

Retornando ao problema transiente e comparando as Eq.10 e Eq.11

| w . [
S mae(2) ¢ p()-SRe () e [
n=1 n=1I En (Z) = sen (T)

Substituindo f(z) e g(z) na equacao de P, (Eq.12), determinada anteriormente, tem-se:

L
lesen(mjdz vy
p =2 L _3(—1) + 1
T

n L
I sen’ (Wj dz
L

0

70
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3.3 Difusdo em um Meio Dimensionalmente Finito

Desta forma, apos encontrar P, pode-se voltar a (Eq.11) para escrevé-la de uma forma analoga a
equacao envolvendo a condigao inicial do problema (Eq.10) :

n+l
Zpgn ) — = Z 2(_1) + Sen(%j (Eq.13)
I\ T n L

Comparando a Eq. 13 com a equagao envolvendo a condic¢ao inicial do problema (Eq.10):

n+l1 +1j P
(Eq.13) = Z( ) Sen(—) nil
(Eq.10) [=) B sen (n_;zzj o
n=1

71
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3 . Difusao de Massa Transiente
3.3 Difusdo em um Meio Dimensionalmente Finito

Finalmente, apés encontrar todas as constantes de integragao, tem-se a solucdo para o problema
transiente de difusao

Y =i )+ Sen(—nzzje%(””“)z’

Em qualquer posic¢do z e em qualquer tempo t o fluxo de A é dado por

oC = (2 (=1)" +1 R
NA,z:_DABa—ZA ou NA,z:(CAS_CAO); ;% COS(H—ZZje Day(n/L)

Dependendo das condigées de contorno ou inicial (Ex.: convecgao na superficie, etc.), a
solugao analitica torna-se complexa ou inexistente. Nestes casos utiliza-se Métodos
Numeéricos ou Métodos Graficos como sera visto no préoximo tépico
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3.4 Grdficos de Concentragdo-Tempo para Geometrias Simples

Consideracao: O Método Grafico pode ser utilizado para processos de transferéncia de massa transiente por
convecgao na fronteira. Existem varios graficos, porém, serao mostrados os Diagramas de Gurney-Lurie.

Hipéteses: nao ha advecg¢ao no interior do meio de interesse (ex.: sélido); nao ha termo de geragao
(Rp= 0); D, € constante; concentracao inicial uniforme (C,(x, t=0) = C,,); embora sejam elaborados
para transporte unidimensional, podem ser estendidos para transporte bi e tridimensional.

As sequintes variaveis sao consideradas nos Diagramas de “Gurney-Lurie”:

m: razao entre a resisténcia a transferéncia de massa por convecgcdo e a resisténcia a

DAB transferéncia de massa por difusao; x,: dimensao caracteristica do sistema. Se:
(a) m= k x m = 0 — processo controlado pela difusdo (resisténcia convectiva nula) ou C,5=C,.,
™ m >>0 — processo controlado pela convecc¢édo ou C,s# C,..
b) Y = CA — CAOO Y = CA —C s =0 Y: con_centragég adimensionalizada; C,a concen}ragéo ‘fje”“A”
(b) =—F ou =————=—(m=0) no seio do fluido de arraste; C,; a concentracdo de “A” na
10~ CAOO CAO —C s superficie; C,, a concentracao uniforme inicial de “A” (t = 0).
D .t
(c) X = AZB X: tempo adimensionalizado
X
(d) n= i n: posi¢cao adimensionalizada; x: qualquer posicdo no interior
X, do sistema
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i —— O . E i —
PLACAS INFINITAS: largura e altura muito maiores do que a x\\ — ! © Ax [
espessura (L N m=6 R
P © A= \jk\\\\\w T Slab —
A 1\ N <]
2 x,=L/2 \ \\\ Q m=2 n=10
£ Ca-Cno )
L g - _ \ 0:6
P NN
B \\\ m=|1 §§\
Y 0.10 N N \“
A . y . LN\ N A \ G N NN NN
a) Transferéncia de massa pelas duas faces (inferior e superior) \\ \\ {\}‘\ \\ \ §\\\\\ \\\\\\\\
I 4D ¢ N\ WEVAN I AN T
Neste caso, tem-se: X, =— € X = TAB \\ \\\\\\\ \\ \\\\ m=l1\\\i\\ — g:gf
\ 6 _|
) Transferéncia d tae facos infor o I\ NGNS
ransferéncia de massa por uma das faces (inferior ou superior :
s WNN T RE
Neste caso, tem-se: X, = L e X= l’jf \\\Yzo \§
m=0 m=0.5
n=1.0 \
c) Transferéncia de massa bi ou tridimensional 0.010 \ \\:\;\ \ \‘\(\><§§\ §:§ 3
arede plana )
il i e\
Ex.: bidimensional ¥ =Y Y, \\ Q\\\\\ \ \§\
I n=08
Sendo: a =0 \(\“s/gﬁ \
Parede plana b \
I a -] Y, = Y(xl = —j 0.0010
2 0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0
Fonte: Welty et al. (2017) X

Fonte: Cengel e Ghajar (2012)
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3 . Difusao de Massa Transiente

CILINDRO INFINITO: comprimento é muito maior do que o raio

P

2 -
) T gCA= Co x,=D/2

2 o AT

| /’

Neste caso, tem-se: 0.10

D 4D .t

X, =— ¢ X = gB
2 D

No caso em que um cilindro ndao é considerado longo, vy
pode-se usar os diagramas fazendo a interse¢ao do cilindro
infinito com uma placa infinita, como mostrado abaixo:

Parede plana
| h\—fm Neste caso, tem-se: 0.010
Y=y,

Sendo:

a
Cilindo Y = Y(x, = Ej (diagrama da placa)

longo

r

Y = Y(xl = gj (diagrama do cilindro) 0.0010

Fonte: Cengel e Ghajar (2012)
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§\ ---...____I m= é :
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NN\ f
\ k\& Cylinder

\

| \
\ AN
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R\ AR RO
\ AN NN
I AN BN
VW T NN\ Foe
0.6
Lol o N 04
W‘/ 00 \\g 0.0
\ | AN
0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5

Fonte: Welty et al. (2017)
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3 . Difusao de Massa Transiente

A | T [

N " E
W |
‘\ m=6 ]
W R |
T~
ESFERA: neste caso, considera-se apenas \\ Sphere -
transferéncia de massa na diregao radial N 77 = 2
N
0.10
D -
X
Y
Logo, tem-se: 0.010
D 4D .t _
X, =— e X ’;B
2 D
0.0010

0 .
Fonte: Welty et al. (2017) X
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3 . Difusao de Massa Transiente

Exercicio Proposto 5: Granulos esféricos de polimeros, de 3,0 mm de didametro, contém solvente
residual proveniente de um processo de fusao de polimero. Inicialmente, o granulo contém 0,20%
em massa de solvente residual, uniformemente distribuidos dentro do polimero. O solvente
residual sera removido do material granular por secagem dos granulos em um leito fluidizado por
ar. Esse sorvedouro para transferéncia de massa fara com que as moléculas do solvente dentro
dos granulos se transfiram para a sua superficie. O escoamento do ar pelo leito fluidizado é muito
elevado, de modo que as resisténcias convectivas a transferéncia de massa sejam despreziveis e a
concentracao efetiva do vapor de solvente emitido para o ar é igual a zero. Nas condi¢ées do
processo do leito fluidizado, o coeficiente de difusdao efetivo das moléculas do solvente residual no
material polimérico é 4,0x107 cm?/s.

a) Qual o tempo (em horas) necessario para que o solvente alcance 0,002% em massa no centro do
granulo?

b) Qual o tempo (em segundos) necessario para que o solvente atinja uma composi¢ao igual a
0,06% em massa, em uma profundidade de 0,1 mm a partir da superficie do granulo.

77
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