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5. A Equacao de Bernoulli
5.1 Dedugdo da Equagdo de Bernoulli e suas Restrigoes

Equacéo de Bernoulli: representa a conservagcdo da energia mecanica quando do escoamento de um
fluido ideal ao longo de uma linha de corrente (dois pontos da trajetéria de uma particula de fluido).

7

<

Aplicando a segunda lei de Newton na diregdo s a uma Escoamento ao longo de uma linha
particula ao longo de uma linha de corrente temos de corrente
Z F, =ma, (P + dP)dA

Consideracoes:

e escoamento incompressivel: p é constante;

ds
e regime permanente: ndo ha aceleracéo local; de
e fluido ideal: apenas as forcas liquidas de presséo e dx
a componente do peso na direcdo s atuam sobre a
particula de fluido considerada (sem forcas viscosas).
X

Fonte: Cengel e Cimbala (2015)

Logo, tem-se: m= p9 = pdAds
 sendo — W =mg = pgdAds
S send = dz/ds

aceleracdo advectiva — 131



http://www.dyrney.com/

Professor Dyrney Araujo dos Santos
Universidade Federal de Goias
Curso de Engenharia Quimica

5. A Equacao de Bernoulli
5.1 Dedugdo da Equagdo de Bernoulli e suas Restrigoes

Equacéo de Bernoulli: representa a conservagcdo da energia mecanica quando do escoamento de um
fluido ideal ao longo de uma linha de corrente (dois pontos da trajetéria de uma particula de fluido).

7

<

Escoamento ao longo de uma linha

Substituindo os termos na equacgao anterior, tem-se
de corrente

d dV (P +dP)dA
_dPdA— pgdAds =% = pdAdsY —— e
ds ds
Cancelando dA de cada termo e simplificando, 4 dz
temos
dx
—dP — pgdz = pVdV
X
Dividindo cada termo por “pg” e rearranjando, Fonte: Cengel e Cimbala (2015)
teremos:
V dP
— dV +—+dz=0
g PrY
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5.1 Dedugdo da Equagdo de Bernoulli e suas Restrigoes

Pode-se integrar esta equacao ao longo de dois pontos quaisquer (1 e 2) sobre a linha de corrente nos
quais sao conhecidos as velocidades (V, eV,), as pressoes (P, e P,) e as alturas (z;, e z,)

j dV+I—dP+ dz =0

4

Integrando e reorganizando, tem-se a Equacao de Bernoulli aplicada entre dois pontos (1 e 2)

o

VZ/Zg : energia cinética por peso de fluido

2 2

V1 Pl _ "2 2 _ : ~ .
—+——+ [ =——+——+11, sendo — P/,og : energia de presséo por peso de fluido
29 P9 29 P9

Z: energia potencial por peso de fluido

g

OBS. 1: durante um escoamento estacionario com atrito desprezivel, as diversas

Daniel Bernoulli formas de energia mecanica sao convertidas entre si, mas sua soma permanece

(1700 - 1782) constante.
(Matematico suico)

OBS. 2: Apesar da equacao acima ser um balanco de energia, cada termo da equagado possui
dimenséo de “comprimento” (energia por peso de fluido) e sdo denominadas de “cargas”.
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5. A Equacao de Bernoulli

5.1 Dedugdo da Equagdo de Bernoulli e suas Restrigoes

Limitacoes do uso da Equacao de Bernoulli

Os efeitos de atrito, transferéncia de calor e os componentes que perturbam a estrutura das linhas de
corrente de um escoamento tornam invélida a Equacgao de Bernoulli.

CONDICOES DE APLICACAO:

o escoamento estacionario; o efeitos viscosos despreziveis;

o nenhum trabalho de eixo; o escoamento incompressivel;

o transferéncia de calor desprezivel; o escoamento ao longo de uma linha de corrente.

NAO deve ser utilizada em nenhum dos escoamentos mostrados a seguir:

@l—'\/\/\/—l@

Secao de aguecimento

Um
ventilador
ou bomba

Qrosay =)
—e—

Fonte: Cengel e Cimbala (2015) Escoamento por
uma valvula
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5. A Equacao de Bernoulli

5.2 Pressées Estatica, Dindmica e de Estagnagdo

Segundo Bernoulli, as energias cinéticas e potencial do fluido podem ser convertidas em energia de
pressdo durante o escoamento, causando variacdo da presséo. Isto fica mais visivel multiplicando a

equacao de Bernoulli por pg

V? .
P+ p7+ pQgz = constante (ao longo da linha de corrente)

Cada termo dessa equacédo tem unidade de pressao e, portanto, cada termo representa algum tipo de
pressao:

» P é a Pressao Estatica: ndo incorpora nenhum efeito dindmico; representa a pressao termodinamica
real do fluido;

» pV?2 é a Pressao Dinamica: representa o aumento de pressao quando o fluido em movimento é
parado de forma isoentropica;

» pgz é a Pressao Hidrostatica: representa os efeitos na altura, ou seja, do peso do fluido na presséo.

OBS. 3: A soma das pressfes estatica, dinamica e hidrostatica € chamada de Pressao Total, logo, a
pressao total ao longo de uma linha de corrente é constante de acordo com Bernoulli.

OBS. 4: A soma da Pressao Estatica e da Pressdao Dinamica € chamada de Presséo de Estagnacao (Peg,g)

V2 medindo-se a presséo de estagnacao Z(P 4 P) —
P.. =P+p— num determinado local, pode-se V = estag |St0.56fa visto
estag determinar a velocidade do fluido no e, adiante!!!in

local
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5. A Equacao de Bernoulli

5.3 Aplicagdo da Equagdo de Bernoulli

a) Descarga de um recipiente: Um tanque aberto para a atmosfera é preenchido com agua até uma altura
h de 5 m da saida de uma torneira. A torneira € aberta e a agua escoa para fora da saida arredondada e

lisa. Determine a velocidade inicial da agua na saida.

aplicando Bernoulli entre os pontos 1 (z = z;) e 2 (z = z,) da figura ao lado,

tem-se:
V2 P V2 P,
T L4147z ="24+—2+47,
29 p9 29 P9
visto que
Sm Water = “ P P2
P=P=P, —=>—-1=-2
N P9 PY
e .~ 0 Observa-setambém que, pela Equacéo da Continuidade
@

A >> A, =V <<V, =V, ~0 (quando comparado com V, )

Logo, V2 i itui
21:_2+22 isolando V, > V2=\/2g(zl—22)= /_ZQh substituindo > V2=9,9m/s

OBS.5: A velocidade inicial do fluido em condicdes reais seria menor do que a encontrada pela Equacéo
de Bernoulli devido as perdas irreversiveis que aconteceriam na contracado abrupta presente no tanque .
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5. A Equacao de Bernoulli

5.2 Aplicagdo da Equagdo de Bernoulli

a) Descarga de um recipiente: Um tanque aberto para a atmosfera é preenchido com agua até uma altura
h de 5 m da saida de uma torneira. A torneira € aberta e a agua escoa para fora da saida arredondada e
lisa. Determine a velocidade inicial da agua na saida.

A equacdo anterior é conhecida como Equacéao de Torricelli, em homenagem a Evangelista Torricelli.

V =,/2gh

Para um fluido ideal, a energia
h d— potencial da superficie do fluido
€ inteiramente convertida em
energia cinética de fluxo.

A ’U -
Em outras palavras, quanto
maior a diferenca de altura com
relacdo ao nivel do recipiente, c I'/t M
- - vangelista torricelll
maior a velocidade de descarga. (1608 — 1647)

(Fisico e matematico italiano)
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5.2 Aplicagdo da Equagdo de Bernoulli

b) Escoamento através de um Sifao: Deseja-se retirar a gasolina (p = 750 kg/m?3) do tanque de um automoével (P,
= 101,3 kPa) através de um sifdo. Logo, insere-se um lado do sifdo no tanque de gasolina cheio, enche-se a
mangueira com gasolina por sucgcado e, em seguida, coloca-se o outro lado em um galdo de gasolina abaixo do
nivel do tanque. Considerando-se o diametro do sifdo de 5 mm e desprezando-se as perdas por atrito, determine:
o tempo minimo pararetirar um volume 9 =4 L de gasolina e a pressdo no ponto 3.

aplicando-se, primeiramente , Bernoulli entre “1” e “3”, tem-se:

® VZ P vV,
L +—1 47 ——+—+z
29 p9 29 p9

novamente, pela Equacédo da Continuidade, tem-se

-y
U

Gasoline
siphoning
tube

| 2m A >> A =V, <<V, =V, ~ 0 (quando comparado com V, )

Observa-se que p; = p,,. |0go a equagéo se torna:
: P V2 A P P V.2
m —atm+zl_—+—+z > P--amiz_z7 -3
P9 29 p9 p9  pY 29

J = 2 Logo

[/ 0 V& OBS.6: Nota-se que P, > Pj,

Gas can PR=P, - {pg(zs—zl)+p—3} Eq. (1) |ou seja, o fluido sobe até o
2 ponto “3” por diferenca de

pressao.

Fonte: Cengel e Cimbala (2015)

OBS.7: Energia de pressédo € convertida em energia cinética e potencial de “1” para “3”.
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5. A Equacao de Bernoulli

5.2 Aplicagdo da Equagdo de Bernoulli

b) Escoamento através de um Sifao: Deseja-se retirar a gasolina (p = 750 kg/m?3) do tanque de um automoével (P,
= 101,3 kPa) através de um sifdo. Logo, insere-se um lado do sifdo no tanque de gasolina cheio, enche-se a
mangueira com gasolina por sucgcado e, em seguida, coloca-se o outro lado em um galdo de gasolina abaixo do
nivel do tanque. Considerando-se o diametro do sifdo de 5 mm e desprezando-se as perdas por atrito, determine:
o tempo minimo pararetirar um volume 9 =4 L de gasolina e a pressdo no ponto 3.

2 aplicando-se, agora, Bernoulli entre “2” e “3”,

V. P V&
Q % 2—2+—2+z —2—3+—3+z3
Gasoline g9 rY g9 ,9Y
siphoning
tube a vazao volumétrica em “3” é igual em “2” (escoamento_incompressivel).
’m Logo, pela continuidade, tem-se
V,A =V,A, ——> V, =V, (vistoque A, = A)
) adicionalmente, P, =P, € z, = 0. Logo,
A.l
P, P
0.75m atm _ "3 +2, 3 F% Y Patm — pyz, Eq.(2)
| r9 P9
g 2

_ OBS.8: O fluido so ira escoar de “3” para “2” se transformar a
Fonte: Cengel e Cimbala (2015) energia potencial acumulada em energia de pressdo, ou seja,

superar pam-
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5.2 Aplicagdo da Equagdo de Bernoulli

b) Escoamento através de um Sifao: Deseja-se retirar a gasolina (p = 750 kg/m?3) do tanque de um automoével (P,

= 101,3 kPa) através de um sifdo. Logo, insere-se um lado do sifdo no tanque de gasolina cheio, enche-se a
mangueira com gasolina por sucgcado e, em seguida, coloca-se o outro lado em um galdo de gasolina abaixo do
nivel do tanque. Considerando-se o diametro do sifdo de 5 mm e desprezando-se as perdas por atrito, determine:
o tempo minimo pararetirar um volume 9 =4 L de gasolina e a pressdo no ponto 3.

Gasoline
siphoning
tube

Fonte: Cengel e Cimbala (2015)

-2

Finalmente, temos um sistema com duas incognitas e duas equacodes

2

P =P _|:Pg (23 _21)+p73:| Eqg. (1)

N
95}

P3 p Patm —ngs Eq. (2)

Resolvendo para P; e V,, tem-se:

P, =81,1kPa

9
V, =420z, Eq.3) —> V,=3,84m/s —> At=\m=53,1s
2

OBS.9: O escoamento no sifao cessa por duas maneiras:

a) Fazendo z, = 0 na Eq. (3), isto é, erguendo o tubo até o nivel do liquido no
tanque (V, = 0);

b) Se z; for grande o suficiente para que o valor de P; = P'@ (Eq. 1), isto é, a pressdo no ponto “3” coincida com

a presséo de vapor do liguido, ocorrera vaporizacéo e quebra do continuo (o escoamento cessara).
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5. A Equacao de Bernoulli

5.2 Aplicagdo da Equagdo de Bernoulli

c) Medidores de Vazdo por Obstrucdo: a existéncia de um acidente na tubulacdo que aumente a
velocidade do fluido, convertendo energia de pressdao em energia cinética, possibilita a medida de vazao

OBS.10: existem diferentes tipos de medidores de vazdo através da medida da velocidade média do
escoamento ou da velocidade local. A seguir iremos discutir sobre alguns dos tipos

Medidores de vazdo a partir da “VELOCIDADE MEDIA” do escoamento

Medidores do tipo placa de orificio, bocal e Venturi sé&o 1
utilizados para medir a velocidade média do escoamento %%
através da quantificacdo da queda de pressédo provocada pelo = D <2l° 14 15°
acidente.
= q P = , Medidor de Venturi

— D

in
[

Medidor de Bocal
I ‘ | | _‘i’ | | |
- LD czfl_r!J
Fonte: Cengel e Cimbala (2015)

CONCENTRICA ENTRADA CONICA

o
—

Medidor de Orificio ou Placa de Orificio
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5. A Equacao de Bernoulli

5.2 Aplicagdo da Equagdo de Bernoulli

A equacdo que da a velocidade média em funcdo da queda de pressdo é idéntica para os trés
medidores, para o caso do escoamento de um fluido ideal. Sejam os pontos “1” e “2” colocados em uma
posicdo anterior e logo apds o acidente, respectivamente.

Aplicando a equacéao de Bernoulli entre “1” e “2”, tem-se
| VZ P V. P

1 1 _ 2 2
O o L+l 4z ="24+-2 47

29 P9 29 P9
—
Q visto que z, = z, (ndo hé& variagcdo de energia potencial), tem-se

VZ-V? P-P
_ 2 1 _ 1 2 Eq. (1)
Mandémetro para h 29 yolo
medir a queda de —
pressao Da manometria, tem-se:

P-P,=(pn—p)o E0.©

Da equacéao da continuidade, tem-se:

- - 7Dy zD? D i
Q=Q, —> VA=V,A ——> Vl( 41J:V2( 42J > szvl(ﬁll Eq. (3)
2
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5. A Equacao de Bernoulli

5.2 Aplicagdo da Equagdo de Bernoulli

Definindo um fator de redugéo de diametro 8 = D,/D,, e substituindo Eqg. 2 e Eq. 3 em Eqg. 1 (Bernoulli),
tem-se

ﬁ(i_lj_(pm_p)gh > V2_2(pm_p)gh£ ﬁ4 J
= C =
29 p° pY p 1-g*
Logo,
el 2(,0 —p)gh ﬂ4 Velocidade produzida se a energia de pressao
V, =V, = = ; tivesse sido convertida integralmente em energia
P 1-5 cinética. Isto é verdade somente para fluido ideal.

OBS.11: no caso de fluidos reais uma parte da energia é perdida devido ao atrito do fluido com o
acidente. Logo, a velocidade “real” deve ser multiplicada por um fator de correcao (Cp)

V real __ oA/ ideal VAL e 2(10m _,0) gh ,34 sendo C, o coeficiente de descarga
1~ ¥p"N1 ou 1 T ¥D P 1- 5 do medidor, 0<Cy<1

Logo, multiplicando a velocidade pela area da secao transversal do tubo, a vazdo volumétrica real do

fluido é dado por
real -C 7Z'D12 2(10m _,0) gh ﬁ4
L p -
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5. A Equacao de Bernoulli

5.2 Aplicagdo da Equagdo de Bernoulli

CALIBRACAO DE UM MEDIDOR POR OBSTRUCAO: a calibracdo de qualquer dos medidores de obstrucéo
mostrados aqui consiste na determinagcdo experimental do coeficiente de descarga (Cp) por meio do
coeficiente angular da curva Q@ versus Qidea

real (m3 /S) . .
1 OBS.12: a vazao real (Q?) pode ser obtida por meio de um balde

70 1 e um crondmetro ou por outros instrumentos de medida de vazao
60 - como os dispositivos mostrados nos proximos slides.
501 Comparacéo entre os medidores de vazao
40 4 real -
0 Cp =S Medidor | Custo | Perda de Carga Co

- ——— idea
20 | L Placa | baixo grande menor
0 Bocal | médio média médio

Venturi alto pequena maior
0 T T T 1 ~ideal 3
0 20 40 60 go@” (m'/s)

OBS.13: C, depende de B e de Re (numero de Reynolds). Existem na literatura algumas correlagbes para uma
estimativa inicial do valor de C,, como as exemplificadas a seguir, validas para 0,25<f<0,75 e 10*<Re<10" (Miller, 1997) :

OBS.14: Os valores exatos de Cj,

2,5
M dependem do projeto particular da

Medidores de Orificio: C, =0,5959+0, 03124 -0,184°% +

Re%"™ obstrucdo. Nota-se que quando

os utilizando as correlacbes de ajuste o

. 6,534 problema se torna iterativo visto que Re
Medidores de Bocal:  Cp =0,9975~ Re%5 depende da velocidade do escoamento

gue ndo é conhecida a priori.
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Medidores de vazdo a partir da “VELOCIDADE LOCAL” do escoamento

d) Tubo de Pitot:

pequeno tubo com sua extremidade aberta alinhada perpendicularmente ao

escoamento para sentir o impacto total da pressdo de escoamento do fluido.

Ele mede a Pressédo de Estagnacao local.

Pitot probe

/\
Presséo de
Estagnacéo

1

(tubo de Pitot acoplado a uma
aeronave para a medida de sua
velocidade)

OBS.15: Como dito anteriormente, medindo-se a Pressdo de Estagnacdo e a Pressdo Estatica num determinado
local, pode-se determinar a velocidade local do fluido com base na definicdo de Presséo de Estagnacéo reescrita

abaixo

P :P+,0V72 ou |y = Z(Pstag_P)

estag

Tubo Piezdmetro: medidor de presséo estéatica utilizado juntamente
com o tubo de Pitot em situacBes em que as pressdes estaticas e de

estagnacdo sdo muito altas quando comparadas com a presséao
atmosférica

OBS.16: para pressdes estatica e de estagnacéao relativamente baixas,

o tubo de Pitot € normalmente acoplado a um mandmetro do tipo
tubo em U.

Proporcional a
Pressao Dindmica

Piezbmetro
Proporcional a
\ _ Presséo de
2 Estagnacao Pegag
Proporcional a l
Presséo 2g
Estética P —+— Tubo
de Pitot

Ponto de
Estagnacéo
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5. A Equacao de Bernoulli

5.2 Aplicagdo da Equagdo de Bernoulli

Medidores de vazao a partir da “VELOCIDADE LOCAL” do escoamento

OBS.17: Existem dois tipos de configuracao da sonda de Pitot, como mostradas a seguir

. v £
/\ \ /' < / i) Sonda de Pitot-Darcy ou
< . Sonda Estatica de Pitot: mede
Prossaode W Pressao de Pressao a presséo de estagnacao e a

Estagnacéo Estagnacao Estatica :
pressao estatica

i) Sonda de Pitot isolada:
mede a pressao de
estagnacédo no nariz da sonda

Para o medidor de
pressao Estatica

Para o medidor de Para o medidor de
pressao de Estagnacéao pressdo de Estagnac&o
Exemplo de acoplamento Exemplo de acoplamento
com um mandmetro em U com um manémetro em U

Ag B
vV — ﬁ] —_ . .

] Fluido de
h 7Densidade P
r—_Fluido de 1 46

Densidade pm

5ol
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5.2 Aplicagdo da Equagdo de Bernoulli

Medidores de vazao a partir da “VELOCIDADE LOCAL” do escoamento

A Equacéo de Bernoulli também pode ser aplicada ao tubo de Pitot para se obter a velocidade local do fluido
da mesma forma quando da utilizacdo da definicdo de Presséo de Estagnacéo.

Aplicando a equacéao de Bernoulli entre “1” e “2”, tem-se

o 12 +ﬁ+z ——+ﬁ+z

29 Jels| 29 p9

Visto que z, =z, e que V, = 0 (ponto de estagnacéo), tem-se

Ih V12 — P, — B
29 P9

Da manometria tem-se:

pz—P1=(,0m—p)gh logo, Vlz\/

vV (m / S) 120 + ) R Henri Pitot
) (1695 — 1771)
‘JQOQ [ ‘e I .[V(r) rdrd ¢ (Engenheiro francés)
1 _ 00
Q‘ 80 ¢ * Vmédia - R2 -
* 50 | * 4 OBS.18: Nota-se que h depende da posicao
- - radial, logo, movendo-se o tubo de Pitot ao
- 40 1 - longo do raio do tubo obtém-se um perfil de
- 20 - - velocidade cujo valor medio € dado pela
integral de area.
6 4 =2 o 2z a &r(cm) 147
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5. A Equacao de Bernoulli

5.2 Aplicagdo da Equagdo de Bernoulli

Medidores de vazao a partir da “VELOCIDADE LOCAL” do escoamento

e) Anemometro de Fio Quente: assim como o tubo de Pitot, o anemdmetro de fio quente mede a velocidade
local do fluido através de um sensor de temperatura.

V(m/s)
120 - 27 R
[ [v(r)rdrde
/‘: 1 ’:I.OQ Tee . V _ 00
g ¢ db senaoe Posicionador de sensores média ~— 2
Eiae \ ¢ 80 i ¢ 7Z'R
> 2 2
2 2
60 4
2 2
e 40 1 N
® 20 - ®
-6 -4 -2 0 2 4 6
r(cm)

Principio de funcionamento: o fio € mantido a temperatura constante por acdo de um dispositivo de compensacao
gue varia a corrente elétrica. A corrente enviada pelo dispositivo de compensacgéo ao fio € proporcional a velocidade
de escoamento do fluido.
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