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2. Equacoes de Transporte

2.1 O Conceito de Particula e Elemento de Fluido
O Fluido como um meio Continuo

Hipotese do_Continuo: Apesar de um fluido ser composto por moléculas que podem estar bem
espacgadas, considera-se que qualquer propriedade do fluido (densidade, etc.) varia continuamente no
espaco sem saltos de descontinuidade. Logo, o fluido é tratado n&o a nivel molecular mas a nivel de
particula ou elemento de fluido, onde neste pequeno volume composto por varias moléculas, o fluido
preserva todas as caracteristicas fisicas do material.

Ordem de grandeza de
uma particula ou elemento

0 | sv* =107 mm?

Variacdes
moleculares
tornam-se
importantes
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: OBS.: 1 mol deum gas (T =0°C e P = 1latm) ocupa 22,4 L e

1\ | contem 6x10%2 moléculas.
| - S5V 1 particula de fluido (gés), nas mesmas condi¢cdes, possui
2,68x107 moléculas

— Logo, o conceito de continuo pela média das moléculas é
Varla(;oe§ de justificado pelo grande niimero de moléculas
agregacoes
tornam-se

importantes

Meio Continuo: a variagdo de suas propriedades
€ tdo suave que o calculo diferencial pode ser

usado para analisar a substéancia.
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2. Equacdes de Transporte N

2.2 Ponto de Vista Lagrangeano e Euleriano

Ha dois pontos de vista diferentes na abordagem diferencial

Método Lagrangeano: Consiste em identificar um determinado sistema de identidade fixa (néo
permite a entrada ou saida de massa), como por exemplo uma particula de fluido, e, a partir
dai, observar variacbes de propriedades tais como posicao, temperatura, velocidade, etc. a
medida que este sistema se desloca no espago com o passar do tempo. |

/tl

Joseph-Louis Lagrange
(Giuseppe Lodovico Lagrangia)
(1736 — 1813)

(Fisico, matematico e
astronomo italiano)

Este méetodo envolve acompanhar o vetor posicao e o vetor velocidade de cada sistema como
funcdes do tempo.

Este método é normalmente utilizado no estudo da mecénica dos solidos e € inviavel de ser
aplicado no estudo de escoamento de fluidos (“elevado numero de particulas de fluido”).
Possui um alto custo computacional a depender do numero de particulas presentes no
dominio de calculo. 41
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2. Equacodes de Transporte
2.2 Ponto de Vista Lagrangeano e Euleriano

Ha dois pontos de vista diferentes na abordagem diferencial

Método Euleriano: Consiste em se observar o comportamento transiente de uma determinada
propriedade do escoamento (Ex.: temperatura, velocidade, concentracdo etc.) em posi¢cOes fixas no
espaco. Neste caso falamos de “elemento de fluido” (pode-se pensar em um pequeno volume de
controle), o qual permite a entrada e saida de massa. Obtém-se, assim, uma “visao” do comportamento
do movimento naquela regido do espacgo e naquele instante de tempo. s

Ex.: Valores de velocidade em “pontos fixos no espaco (elementos de fluido)” em
um determinado instante de tempo (t,), ou seja, o campo de velocidade V (x,y,z,t)
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Ao invés de acompanhar uma particula de fluido individual, define-se varidveis de campo (campo de
pressdo, de velocidade, etc.), funcdes do espaco e do tempo, dentro do volume de controle
infinitesimal ou elemento de fluido. A variavel de campo em um determinado local e em um
determinado instante de tempo é o valor da variavel para qualquer particula de fluido que ocupar
essa posicao neste determinado instante.

E a descricdo mais conveniente para aplicacées em CFD. 49
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2. Equacoes de Transporte

2.3 Equagdo da Conservagdo de Massa ou Equagdo da Continuidade

A equacao da conservacao de massa ou equacao da continuidade pode ser obtida através de
um balanco de massa num elemento de fluido.

Da lei de conservacao da massa, tem-se:

Taxa massica acumulada [MT1] = Taxa massica que entra [MT1] — Taxa massica que sai [MT]

Analise dos termos de entrada e saida: considere as taxas de massa que transpassam as
faces de um elemento de fluido (aproximacao Euleriana) em um plano cartesiano. O volume
do elemento abaixo é dado por dxdydz

opV
A pvdxdz + [E dyj dxdz Sendo o vetor velocidade dado
y 1‘ por:
| V =ui +Vvj +wk

- pWdxdy

g opu

pudydz > |, o —1 5 pudydz + (a— dxj dydz

g "

>
pwdxdy + (@o_w dzj dxd / A X
0z l
z | pvdxdz
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2. Equacgdes de Transporte

2.3 Equagdo da Conservagdo de Massa ou Equagdo da Continuidade

Analise do temo _de acumulo: a taxa de variacao infinitesimal da massa no interior do elemento de
fluido pode ser definido como

Taxa de acumulo de massa = %dedydz

Finalmente, retornando a equacdo do balanco de massa no elemento de fluido, tem-se:

%0 dxdydz = pugiy'az + pvdxdz + pwdxdy — ( pqdyaz + ag;u dxdydzj
’ e . . X

_ [ pydﬂilz o+ % dydxdz] — ( pwdiay + @g_w dzdxdyj
I 7 7

Apo6s simplificacdes e dividindo tudo pelo volume infinitesimal dxdydz, tem-se:

5,0 Qou apv 5,0W A equacao de conservacdo da massa para
+ + + =0 um elemento de fluido é conhecida como
ot 0OX oy 0z Equacdo da Continuidade.

Desta forma a equacao da continuidade pode, também, ser escrita em uma forma compacta usando o
operador nabla T

NS Termo

Termo —"I‘V(,OV ):52 0 advectivo
— o w0\ 44

transiente 8’[
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2. Equacoes de Transporte

2.3 Equagdo da Conservagdo de Massa ou Equagdo da Continuidade

Observacdo 10: Para um escoamento incompressivel, ou seja, em que o niumero adimensional de Mach
€ menor do que 0,3 (Ma < 0,3), o divergente do campo de velocidade é nulo, conforme a seqguir:

» ou ov ow
+—+—=0
oX oy oz

V.(V)=0

2.4 Taxa de variagdo seguindo uma particula de fluido e para um elemento
de fluido

Observacao 11: As equacOes da quantidade de movimento linear (22 Lei de Newton) e da energia (12 Lei
da Termodinamica) séo leis baseadas em mudancas sofridas por um sistema, ou seja, uma particula de
fluido, em que néo € permitida a entrada ou a saida de massa. Desta forma, como a analise em CFD se
baseia em um campo Euleriano, devemos encontrar uma relacdo entre uma particula de fluido
(aproximacéo Lagrangeana) e um elemento de fluido (aproximacéo Euleriana)

Considere uma propriedade qualquer, por unidade de massa, “¢” de uma particula de fluido que varia
com a posicao (X, Yy, z) e com o tempo (t)

¢ — ¢(X1 Y Z1t)
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2. Equacgdes de Transporte

2.4 Taxa de variagdo seguindo uma particula de fluido e para um
elemento de fluido

Visto que “¢” € uma funcéo de quatro variaveis independentes (x, vy, z, t), para encontrar a variagao total
de “¢” com o tempo seguindo uma particula de fluido, deve-se aplicar aregra da cadeia, pois: “¢” pode

variar com x e x pode variar com t; “¢” pode variar com y e y pode variar com t; e assim
sucessivamente. Logo, tem-se:

Do(X,Y,z,t 0 oo dx o0od oo dz Esta derivada total é denominada de
( )= ¢+ ¢ + ¢ y-l- ¢ derivada substantiva ou derivada

Dt ot ox dt 8y dt oz dt material e iremos representar por D/Dt

Visto que a particula de fluido segue o escoamento, tem-se que dx/dt € o componente da velocidade
local u, dy/dt = v e dz/dt = w. Substituindo, tem-se:

=—"+U
Dt ot

Dy(x.y.2t) _0p, o4 o¢,  0F D |X=ZLsvvy
Dt ot ox oy o .

Como na equacédo da continuidade, estamos interessados no desenvolvimento da taxa de variacao
(acumulo) da propriedade “¢” por unidade de volume, neste caso, de particula de fluido. Logo, tem-se:

Do _ (99 .\
th_p(atJrV'wj
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2. Equacgdes de Transporte

2.4 Taxa de variagdo seguindo uma particula de fluido e para um
elemento de fluido

Observacdo 12: Iremos agora desenvolver uma relagcdo entre a taxa de variacdo da propriedade “¢”
para uma particula de fluido e aquela para um elemento de fluido. Desta forma, poderemos deduzir a
equacao da quantidade de movimento linear e da energia, “originalmente” definidas para uma particula
de fluido, para um elemento de fluido (aplicavel nas técnicas de CFD).

Vimos que a soma da taxa de variacdo da massa, por unidade de volume, (termo transiente) e da taxa
liguida de massa, por unidade de volume, para dentro de um elemento de fluido (termo advectivo) é
dada por:

0
a’i_)+V (pV)

A forma generalizada destes termos para uma propriedade “¢” arbitraria, por unidade de massa, € :
Py
o(p9) +V.(V9)
ot

Desenvolvendo a equacgédo acima, com base naregra da cadeia, e rearranjando, tem-se:

\

@w.(p\w): [‘;‘f +V v¢}+¢[a +Y. (pV)}

~ A Este termo deve-se
anular (Equacéo da 47
continuidade)
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2. Equacdes de Transporte

2.4 Taxa de variagdo seguindo uma particula de fluido e para um
elemento de fluido

Finalmente temos arelagéo desejada :

M+V.(p\7¢) = p[%ﬁ +\7.V¢} =p

D¢

ot Dt

Em outras palavras:

Taxa de variacao de “¢” em um elemento de fluido + Taxa liquida de escoamento de “¢” para dentro do
elemento de fluido = Taxa de variagado de “¢” em uma particula de fluido

2.5 Equagdo da Quantidade de Movimento Linear

A 22 Lei de Newton afirma que:

Resultante de Forcas sobre uma Particula de Fluido = Taxa de Variacdo de Quantidade de Movimento

Z |f :M Pelaregra da cadeia, tem-se: » Z |E -m DV +\7 Dm

Dt Dt Dt
. Observacdo 13: A taxa de variacdo esta
Visto que a massa total sempre se = = - - . .
~ F DV aqui escrita para uma particula de fluido. No
conserva (exceto em reacdes . S :
e H entanto, utilizando a relagdo desenvolvida

atémicas) e dividindo pelo dxdydz =p Dt

. . anteriormente, podemos converté-la para
volume da particula de fluido P P

um elemento de fluido (utilizado em CFD). 48
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2. Equacoes de Transporte S ey

2.5 Equagdo da Quantidade de Movimento Linear

Visto que “¢” € uma propriedade por unidade de massa e quantidade de movimento é
“massaxvelocidade”, tem-se as seguintes conversdes para as trés dimensdes espaciais

Taxa de variacao, Taxa de variacao, por
por unidade de unidade de volume,
volume, para uma para um

particula de fluido elemento de fluido

Direcdo espacial ¢

+ V.(p\7w)

Observacédo 14: A taxa de variacdo escrita para uma particula de fluido é também conhecida
como “forma nao conservativa” (ndo preserva diretamente as grandezas conservadas em um
volume de controle) da taxa de variagcdo, enquanto que a taxa de variacdo escrita para um
elemento de fluido é conhecida como “forma conservativa ou forma divergente” (preserva as
grandezas conservadas em um volume de controle) da taxa de variagao. 49
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2.5 Equagdo da Quantidade de Movimento Linear

Professor Dyrney Araujo dos Santos

Universidade Federal de Goias
Engenharia Quimica
site:

Logo, por enquanto, a 22 Lei de Newton aplicada a um elemento de fluido, por unidade de volume do elemento

de fluido (dxdydz), é:

>F o)

dxdydz ot

O simbolo ® denota o produto tensorial (ou produto diadico) entre dois vetores para formar um tensor.

ab, ab, ab

Xy X~z
Ex: sejam dois vetores ae b, logo, a®b = aybx ayby aybz
a,b, ab, apb,
Logo, no caso da Equac&o do movimento, teremos
pu’  puv  puw pu’  puv

N ®V =| pwu  pv*  pww eV.(,o\7®\7):(a 0 aj. VU pV

x oy o

PWU  pWW  pW’ PWU  pWV

Interpretacao fisica dos termos advectivos

2
gpu Transporte de momento na dire¢cédo x devido ao movimento na direcao x

OX
opvu

Transporte de momento na dire¢cédo x devido ao movimento na direcao y

2
opu N opvu N opWU
OX oy 0z
2
opuv N opVv N OpWV
OX oy 0z
2
Opuw N OpVW N OpW
OX oy 0z

Os demais termos

interpretados

de forma similar

50



http://www.dyrney.com/

Professor Dyrney Araujo dos Santos
Universidade Federal de Goias
Engenharia Quimica

2. Equacdes de Transporte

2.5 Equagdo da Quantidade de Movimento Linear

Forcas atuando sobre uma Particula de Fluido em Movimento

Forcas de Campo: sao forcas decorrentes de campos externos (gravidade, magnetismo, potencial elétrico, forca
de Coriolis, forca centrifuga etc.) que agem sobre toda a massa dentro do elemento.

Forcas de Superficie: decorrem das tensdes sobre os lados da superficie de controle (presséo, tensdes viscosas
etc.).

A) Forcas de Superficie:

As forcas de superficie podem ser vistas como a soma da presséo (P) e das tensdes viscosas (‘rij) gue surgem
do movimento do fluido (devido aos gradientes de velocidade), compondo, assim, o tensor tenséo total (O'ij)i

A
y 5 Representacéo do tensor total (O'i_,i) gue age sobre uma particula de
vy fluido
0] ny
Y /—>
o To Ty Tu -P 0 0
Oyy Ox O0i=|Tw Ty T, |f| O P 0
Ok, Oxz Ty Ty Ty o 0 -P
Oux >
X
Observacédo 15: visto que a pressdo € uma tensdo normal e_que

Z age sempre para “dentro”, suas componentes aparecem apenas
na diagonal principal do tensor tenséo total e negativas. 51
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2. Equacodes de Transporte
2.5 Equagdo da Quantidade de Movimento Linear

N&o sdo estas tensdes isoladas, mas suas resultantes, que causa uma forca liguida sobre a superficie
de controle infinitesimal.

Exemplo: Realizando o balanco de forcas superficiais na direcdo x, tem-se:

oo,
o,dxdz + dy |dxdz
A oy . |
Yy / Esta mesma analise pode ser feita
para mostrar as tensdes liquidas
7 que atuam nas direcOesy e z.
o, dxdy o
oudydz | _ | €-- __>axxdydz+(& dx] dydz
//é > aX
5 o, dxd X
ozxdxdy+(& dz |dxdy <= -
0z z

Logo, a forca de superficie liquida na diregcéo x é dada por:

sup,x

dF, . = (0 ;zrydz + aa X dxdydzj X§/dydz + (O-y/x.dXdZ + gyyx dydxdzJ —o,axdz +

4

(azxdxdy+a 2 dzdxdyj o, dxdy
0z ; 52


http://www.dyrney.com/

Professor Dyrney Araujo dos Santos
Universidade Federal de Goias
Engenharia Quimica

2. Equacgdes de Transporte

2.5 Equagdo da Quantidade de Movimento Linear
Apos simplificagdes e dividindo tudo pelo volume infinitesimal dxdydz, tem-se:

dF B oo oo oo

sup,x X
p XX Y + ZX

= +
dxdydz  ox oy 0z

Separando o tensor total (s;;) em pressao (P) e tensoes viscosas (z;), tem-se:

—

dF,, _op .\ 0T, .\ ot,, N 0T,
dFsupX op oOr, Or, Or, nasdirecdesye dxdydz oy OX oy 0z
dxdydz x| ox oy oz qeiemse de )
y forma analoga dFsup,z 8p 6TXZ 8Tyz 82‘22
| dxdydz 0z oOx oy oz

Na forma vetorial, o vetor forca superficial “liquida” se torna:

dF
P =_Vp+ V.,
dxdydz
sendo:
T, T T
N N - az-xx az-)/X az-zx Fs az-Xy aTW 62’2}’ H asz 8TYZ ot "
Ti=|Tx Ty Ty |= + + I + + + ]+ + +—2 |k
ox oy oz ox oy oz ox oy 0oz
sz sz Tzz 53
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2. Equacdes de Transporte

2.5 Equagdo da Quantidade de Movimento Linear

B) Forcas de Campo:

E comum, no equacionamento para aplicacdo em Fluidodinamica Computacional (CFD), incluir a contribuic&o
das forcas de campo (gravitacional, magnética, potencial elétrica, forca de Coriolis, for¢ca centrifuga etc.) em um
termo fonte (S,,; sendo que “S” vem de “source” (fonte, em portugués) e “M” de momento).

Exemplo: A modelagem da resultante de forca gravitacional, no caso da direcédo vertical sendo “z” positiva para
cima, pode ser representada conforme abaixo, lembrando que todos os termos da equacado s&o por unidade de
volume:

SMx :O’ SMy :O’ SMz =-p9

Finalmente, substituindo as for¢cas de campo e de superficie na 22 Lei de Newton, tem-se a Equacdo da
Transferéncia de Quantidade de Movimento Linear ou a Equacao de Cauchy na sua forma conservativa:

—

direcédo 5,0U+5,0U2 +8,0VU+8,0WU =_@+87XX +5Tyx+az'zx +S
X ot ox oy o oz x ox oy oz ™

— 1 0 0 0
VPV S | direcao opV N opuv N opV N OpWV _ _8_p+ Ty 0Ty 0Ty 5.,
T M y.oat  ex oy oz &y o&x oy oz
— 2 0
direcéo @OW + apUW + 6:0VW + a,OW — _a_p+ erz + TYZ + 82’22 + SMz

Augustin-Louis Cauchy “ ot OX oy 0z oz  OX oy 0z

(1789 — 1857) -
(Fisico, matematico e
engenheiro francés)
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2.5 Equagdo da Quantidade de Movimento Linear
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> DILEMA: Observa-se que existem, a principio, 14 incéqniFas (l_J, Vi W, p, P, Ty Tyyr Tur Tuys Tyo Tyzr Tos Tox © z-%y).
Com relagcéo ao numero de equacdes, poderiamos, a principio, considerar: 4 equacdes fundamentais (equacéao

da continuidade e trés equacdes de transferéncia de quantidade de movimento) e 1 equacdo constitutiva
(equacéo de estado termodinamica relacionando p com P, para escoamentos compressiveis).

Neste caso, para que o problema tenha solucéo, necessita-se de
9 EQUACOES ADICIONAIS relacionadas as tensdes viscosas!

Como modelar ou relacionar as tensdes viscosas que agem sobre um elemento de fluido com o campo de

velocidades?

2.6 Equagoes de Navier-Stokes

Navier-Stokes estenderam a lei de newton (fluidos newtonianos) para as trés direcdes espaciais, levando em
consideracao as deformacdes normais e de cisalhamento lineares e a deformacao volumétrica, como seguem:

Tensodes cisalhantes: Tensdes normais:

Ty =T ﬂ(aquav 25N 4 vy
xy — = A Au Ty = L .
Yy yX ay ax luax

ou ow
—_ + —_
07 OX

Z'XZZTZXZ,U( rw:Zy%+/1V.\7

oy

Sendo:
p: aviscosidade dindmica, relativa as deformagdes lineares normais e cisalhantes

A: 0 segundo coeficiente de viscosidade, relativo as deformacgfes volumétricas

oV oOw oW - Observa-se que o tensor viscoso, dado pela
Ty =Ty =H E—i_— T = 2ﬂ5+iv-v lei de Navier-Stokes, é simétrico, ou seja,

Sir George Stokes (1819 — 1903)
(Matematico e fisico irlandés)

Claude-Louis Navier (1785 — 1836)

2

Paragases: A=——u
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2.6 Equagoes de Navier-Stokes
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Substituindo as componentes do tensor viscoso na Equacdo de Cauchy, teremos as Equacdes de

Navier-Stokes na sua forma conservativa:

Componente na diregéo x:

2

8pu+8pu +6pvu+6pwu 8p 0 {Zyé—u /IV.\7}+i Y7, 8_u+@ +i ﬂ(a_qu@j + S,

ot OX oy 0z OX ax OX oy oy OX 0z 0z OX
Componente na direcéo y:

2

6,0V+8puv+8pv +6,owv:_8_p+c’9 au av 8 zy@mvv +g p @ ow 45,

ot OX oy 0z oy 8x 6y 8x ay oy 0z 0z ay
Componente na direcéao z:

2
apw+8puw+8pvw+8pw :—@Jri y(a—qu@) +Q e aW +ﬁ[2 @Jr/WV}rSMZ
ot OX oy 0z 0z OX 0z OX oy 82 8y 0z 0

Observacéo 16: Estas equacdes sdo validas para escoamentos gerais,

tais como, escoamento
compressivel, transiente, viscosidade variavel, escoamento tridimensional etc. A sua Unica restricdo €
gue séo aplicadas APENAS PARA FLUIDOS NEWTONIANOS.
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2. Equacgdes de Transporte

2.6 Equagoes de Navier-Stokes

SIMPLIFICACAQ: considerando a viscosidade constante e o escoamento incompressivel (Ma < 0,3), as
equacOes anteriores, para um fluido newtoniano, tornam-se:

Componente na diregéo x:

2 2 2 2
8pu+8pu +6pvu+apwu: 6_p+ (8u o°u 8uj+SMX

— +—+
o ox oy oz _ox ‘o of o

Componente na diregéo y:

2 2 2 2
Opv  dpuv_ Opv*  dpwv _ 8p+ﬂ(8v R 8vj+SMy

- = +—
ot ox oy oz oy ox> oy> oz’

Componente na direcéao z:

2 2 2 2
OpW , Opuw  OpvW  Opw z_a_p+ﬂ 0 \2v+6v2v+8\2v +S,,
ot ox oy oz o1 ox* oy" oz

Em sua forma compacta, tem-se:

éa(%w)+v_(p\7®\7)=—Vp+ﬂvz\7+§M 57
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2. Equacoes de Transporte S o
2.7 Equagdo da Energia

A 12 Lei da Termodinamica afirma que:

Taxa de Variacdo da Energia em uma Particula de Fluido = Taxa de Calor Adicionado a Particula de
Fluido + Taxa de Trabalho realizado sobre a Particula de Fluido

De forma similar ao que foi feito para a taxa de variagcdo de quantidade de movimento, aqui iremos considerar

“¢” como sendo a energia total por unidade de massa (E). Logo, as formas conservativa e ndo conservativa da
taxa de variagdo da energia total sera

Taxa de variacao, por unidade de

Taxa de variacao, por unidade de volume,

volume, para uma particula de fluido para um elemento de fluido
DE oE o(pE) -
E Pop =P ¥+V.VE] T+V.(pVE)

A) Taxa de Trabalho realizado sobre a Particula de Fluido

A taxa de trabalho realizada sobre uma particula de fluido pelas forcas de superficie (vistas anteriormente) € igual
ao produto da forca pela componente da velocidade na direcdo da forca: “Taxa de Trabalho = Forca x Velocidade”

o o _ opu our, our, our,
Componente na dire¢cdo x (taxa liquida de trabalho por unidade de volume): — + + +

OX OX oy 0z

. . . opv Nt vt OV,
Componente na dire¢céo y (taxa liquida de trabalho por unidade de volume): — + + +

oy OX oy 0z

o o _ opw owr,, OWr, owr,
Componente na dire¢cao z (taxa liquida de trabalho por unidade de volume): — + + +

0z OX oy 0z 58
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2. Equacoes de Transporte

2.7 Equagdo da Energia

A) Taxa de Trabalho realizado sobre a Particula de Fluido

Somando-se as componentes, tem-se a taxa total de trabalho realizado pelas forcas de superficie sobre
uma particula de fluido por unidade de volume

. our ovr, ovr,, OVt oWz
—V(PV)-I— auz-xx + yX +6UTZX Xy + vy + zy +8VVTXZ + yz _l_aWTzz

_|_
OX oy 0z OX oy 0z OX oy 0z

B) Taxa de Calor Adicionado a Particula de Fluido

O calor adicionado a uma particula de fluido é necessariamente por conducao. O transporte advectivo de
calor (por movimento de fluido) sera levado em consideragao no termo de “acumulo”.

aq
dxd —~Y dy |dxd
quZ+(ay y XZ//qzdxdy
Sendo o vetor fluxo de calor yA T 7 /
por conducéo dado por: | 7
G=0,i +q,j+a,k k/
——— = / > oq
dydz X dx |dydz
qdedZ / > q,dy +( ox j y

aq /
dxd 2 dz |dxd
d, y+[ - j y -

q,dxdz 59
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2. Equacgdes de Transporte

2.7 Equagdo da Energia

B) Taxa de Calor Adicionado a Particula de Fluido

A taxa liquida de calor adicionado a particula de fluido é dada por:

e e - /z’ ,//’ a //,
q,dydz + qydxdz +q,dxdy — [qxﬂy’dz + aaqx dXdydzj —[qydxdz + %dydxdzj — (q;dxdy + 52312 dzdxdyj

7 7
7

Apo6s as simplificacdes e dividindo pelo volume (dxdydz), tem-se:

y aqz _ _vq’

ox oy oz

Podemos modelar o fluxo de calor por conducao utilizando a Lei de Fourier, a qual pode ser escrita para
cada componente do fluxo condutivo de calor (g, d, € g,). Considerando-se o material isotropico, as
propriedades nao variam com a dire¢ao, ou seja, k, = k, =k, =k, tem-se:

oT oT oT

- —K— :_k_ Z:_k_
% kax o oy | 0z

Substituindo a Lei de Fourier na equacao da taxa liquida de calor por condugéo, tem-se, finalmente:

0 (ﬁT} 0 [kaTji(kﬁj:v.(m)
OX\_ ox) oy\ oy ) oz\ oz
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2. Equacgdes de Transporte

2.7 Equagdo da Energia

A energia total por unidade de massa (E) presente na taxa de variacdo (ver tabela no slide 58) é
definida como sendo a soma da energia interna especifica (i), da energia cinética especifica (1/2V?)
e da energia potencial especifica (gxz, sendo z uma cota na vertical)

E:i+%(u2+v2+wz)+gz

Substituindo a taxa liquida de calor por conducdao, a taxa de variacdo da energia total e a taxa total
de trabalho realizado pelas forcas de superficie, teremos a equacdo da energia para um elemento
de fluido, conforme abaixo, sendo que o efeito da energia potencial foi incluido no termo fonte Sg.
Qualquer outro termo adicional de “geragao” de energia térmica pode ser adicionado ao Sg.

our, our, éur, OVT, s T, |

+ +
OX oy 0z OX oy
T, Owr, OWr, Owr
+ + + '
0z OX oy 0z

+V.(p\7E*):—V.(P\7)+ +V.(kVT)+S,

Sendo:
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2. Equacoes de Transporte

2.8 Diferentes formas da Equagdo da Energia
O Equacao da energia em termos da energia interna especifica (i)

Desta fo'ma, a parte da energia relativa apenas a energia cinética se torna:

8[1/2p(u2+V2+W2)] 7 up
-V VP +

+V.(1/2,o(u2 +V2 W )\7)

or

yX

Professor Dyrney Araujo dos Santos
Universidade Federal de Goias
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site:

Observacédo 17: Para se obter a equacao da energia apenas em termos da energia interna, € necessario subtrair da
equacao anterior (para E) a energia cinética. A parte da energia relativa apenas a energia cinética pode ser obtida
multiplicando a equacdo do movimento na direcdo x por ela mesma, a equacdo do movimento na direcédo y por ela
mesma, a equacao do movimento na dire¢do z por ela mesma, e depois somando os resultados e dividindo por 2.

or,,

[ or,,
u
OX

+

oy

or

vy

0z

8)

zy

_+W(

0
+v( i

+
OX

or
XZ +

oy
or

2

0z
ot

Y24

|

OX

oy

0z

)

Subtraindo da equacédo no slide anterior (para E") a equacao acima, teremos a equacao para a energia interna (i),

+V.(pVi)=-PVV +V.(kVT )+ @+,

@z,uZ(

)45
+| —+
0z

oy

sendo o novo termo fonte S, = S - V.S,,. Podemos, também, substituir cada componente do tensor viscoso acima
pelo modelo de Navier-Stokes mostrado no slide 55. Finalmente, teremos, ap0s um rearranjo algébrico:

Sendo @ a funcao de dissipacao viscosa (observe que é sempre positiva), ou seja, a “geracao” de energia térmica
devido as taxas de deformagodes sofridas pelo fluido:

@jz +A(VV)
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2. Equacdes de Transporte

2.8 Diferentes formas da Equagdo da Energia

0 Equacao daenergia em termos da entalpia total especifica (hg)

Observacdo 18: Para escoamentos compressiveis, a equacao da energia é frequentemente representada em termos
da entalpia total especifica. A entalpia especifica h e a entalpia total especifica h, sdo definidas conforme segue:

. P 1 2 2 2 Lo * . 1 2 2 2
_i. e =h+=(u“+v-+w");foivistoque: E =1+=—(U"+V-°+W
h I+ I, 2( ) 2( )
Combinando E’, h e h,, teremos: P 1 P
hO:i+—+—(u2+v2+W2):E*+—
p 2 P

Finalmente, substituindo a relacdo acima na equacao escrita para E*(ver slide 61):

%+V.(p\7ho) (kVT)+%+V(VP)+d§+S

O Equacao daenergia em termos da temperatura (T)

Observacao 19: Para o caso especial de um escoamento incompressivel, teremos i = c¢,T, sendo j a energia interna
especifica e ¢, o calor especmco e V.V = 0. Neste caso, poderemos modificar a equacao anteriormente escrita
para i (ver sllde 62) e reescrevé-laem termos da temperatura T, conforme abaixo:

M+v.(p\7cpT) =V.(kVT)+®+S,
a 63
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2. Equacoes de Transporte

2.9 Resumo das Equagoes de Transporte

Até o momento vimos que as equacfes de transporte, na sua forma conservativa, para o escoamento de um fluido
newtoniano com transferéncia de energia térmica sdo dadas por

. o _ 8,0
Continuidade: p +V. (pV) 0
¢ Momento em x: a'OU+V(,0\7u):—@+v.(,uVU)+S
ot X "
« Momento emy: aapt +V. (pVV) 25 V.(IUVV) + SMy

Momento em z:

opw -\ op
~ +V(pVW)———+V.(,uVW)+SMZ

0z
« Energia Térmica o(pi) +V.(,0\7i)=—PV.\7+V.(kVT)+cI>+Si
(escrita parai): ot
« Equacdes de estado: P:P(p,T) e i=i(p,T)
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2. Equacoes de Transporte

2.10 Forma Geral e Forma Integral da Equagdo de Transporte

Observacao 20: As equagoes de transporte mostradas anteriormente (slide 64) possuem varios termos em comum
e em CFD é apropriado propor a solucao de uma equacao geral. Logo, tomando-se ¢ como uma variavel escalar
geral (¢ igual a 1, T, i, hy, u, v ou w), a seguinte equacao de transporte geral pode ser definida, sendo I' o

coeficiente de difusao apropriado. Todos os termos que nao sao comuns has equagoes sao agrupados no termo
fonte S¢. Para

o(p9)
ot

Observacédo 21: Como discutido no inicio deste curso, as EDPs serdo discretizadas pelo Método dos Volumes
Finitos (MVF), o qual necessita integrar a equacao geral acima em todas as células computacionais (volumes de

controle). Logo, € necessario se obter a forma integral da equacao diferencial acima sobre o volume de controle
(VC).

+V.(Ng)=V.(I" V§)+S

VC

| (§¢)d9+j V(N g)d9= [ VI VoHs+ [ 5,d9

A integracdo dos termos advectivo (segundo termo do lado esquerdo) e difusivo (primeiro termo do lado direito)
sdo melhores representadas por uma integracdo sobre toda a superficie do volume de controle, visto que
representam taxas liquidas para dentro do volume pelas suas faces. Logo, deve-se utilizar o Teorema da
Divergéncia de Gauss, o qual transforma uma integral de volume em uma integral de superficie

Ex: seja um vetor qualquer b e n um vetor unitario perpendicular a dA e saindo da superficie do volume de
controle; pelo Teorema da Divergéncia de Gauss, teremos

[v.(b)dg=](nb)dA

VC A 65
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2. Equacoes de Transporte

2.10 Forma Geral e Forma Integral da Equagdo de Transporte

Logo, aplicando o Teorema da divergéncia de Gauss aos termos advectivo e difuso, a equacéo geral se
torna:

%UC p¢ng+£ﬁ_(p\7¢)dA:jﬁ.(r v¢)o|A+VjC S,d

A

Observacdo 22: Para problemas em estado estacionario, a equacao geral de transporte na sua forma
integral se torna:

[n.(pVg)dA=[n.(I V)A+ [s,d9

A A

Observacédo 23: Para problemas transientes, € necessario, também, a integracdo no tempo t sobre um
pequeno intervalo de tempo At. Neste caso, a equacgéo de transporte geral se torna:

I&[Ipqﬁd&jdwjj (PVg)dadt= [ [n.(r v)adt+ [ [ s,det

A equacdo de transporte geral agora esté preparada para a aplicacdo do Método dos Volumes Finitos,
detalhado nos proximos topicos deste curso.

66


http://www.dyrney.com/

Professor Dyrney Araudjo dos Santos
Universidade Federal de Goiéas
Engenharia Quimica

Bibliografia

VERSTEEG, H.K.; MALALASEKERA, W. An Introduction to Computational Fluid

Dynamics: The Finite Volume Method, 2nd ed. Pearson Education Ltd.: Harlow,
UK,2007.

MALISKA, C.R. Transferéncia de Calor e Mecanica dos Fluidos Computacional,
Livros Técnicos e Cientificos Editora S/A, 22 Edicado Revista e Ampliada, 2004.

PATANKAR, S.V. Numerical Heat Transfer and Fluid Flow, Hemisphere Publishing
Corporation, Taylor & Francis Group. New York, 1980.

67


http://www.dyrney.com/

	Slide 39: Equações de Transporte e a sua Forma Geral para uso em CFD
	Slide 40
	Slide 41
	Slide 42
	Slide 43
	Slide 44
	Slide 45
	Slide 46
	Slide 47
	Slide 48
	Slide 49
	Slide 50
	Slide 51
	Slide 52
	Slide 53
	Slide 54
	Slide 55
	Slide 56
	Slide 57
	Slide 58
	Slide 59
	Slide 60
	Slide 61
	Slide 62
	Slide 63
	Slide 64
	Slide 65
	Slide 66
	Slide 67

