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6 . Analise Dimensional e Similaridade -

6.1 Introducéo

Problemas complexos ou que ndo tenham uma teoria ainda bem posta podem ser tratados de forma
empirica. Exemplos de como se obter, experimentalmente, correlacfes entre variaveis:

b) Se y = y(x, z), pode-se manter x constante,

a) Se y = y(x), pode-se variar x € medir y e, apos ) ’ . .
) y = y(), p y b variar z e medir y e, ap0s obter os dados, realizar

obter um gréfico de dispersao, ajustar um modelo

estatistico uma regressao multipla
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OBS. 1: esta metodologia de “fixar e variar variaveis”, entretanto, é inadequada para um conjunto muito
grande de variaveis, pois necessita de um numero muito grande de experimentos para se obter uma
correlacdo, ou seja, alto custo de matéria-prima e operacao.

Solucéao: Utilizar a analise dimensional para encontrar os grupos adimensionais relevantes ao problema em
guestdo e, desta forma, reduzir o nUmero de experimentos necessarios.

Analise Dimensional: Método para reduzir o numero e a complexidade das variaveis experimentais que
afetam um dado fenémeno fisico, pela aplicacdo de um tipo de técnica de “compactagao”. 151
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6.2 Teorema r-Buckingham

Definicdo _do_Teorema m-Buckingham: teorema utilizado na Analise Dimensional para
encontrar um conjunto de parametros adimensionais relevantes ao problema estudado a fim
de simplifica-lo.

Etapas que compdem o0 Teorema de Buckingham

12 Listam-se as variaveis relevantes ao problema em analise (n,);

22 Seleciona-se um sistema basico de dimensdes (M = massa; L = comprimento; T =
tempo; 8 =temperatura);

32 Constroi-se a matriz dimensional das variaveis envolvidas. Os elementos da matriz
dimensional sdo o0s expoentes a que estao elevados cada um dos termos da
representacdo dimensional da variavel;

42 Determina-se o rank (r) da matriz dimensional, que & a ordem do maior
determinante nao nulo subtendido pela matriz;
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52 Calcula-se o numero de grupos adimensionais relevantes ao fenébmeno (m grupos
através da Equacao abaixo):

62 Escolhe-se 0 nucleo de variaveis que consiste de um subgrupo de r variaveis que
deve necessariamente conter todas as dimensdes envolvidas no problema;

Obs: E aconselhavel, sempre que possivel, escolher uma varidvel geométrica, uma
cinematica, uma dinamica e uma térmica para comporem o nucleo.

72 Resolve-se o0 sistema de equacdes dimensionais obtidos a partir da combinacgéao
das variaveis que compdem o nucleo com cada uma das variaveis restantes e obtém-
Se 0S 1 grupos;

82 Verifica-se a independéncia dos grupos e realizam-se experimentos para
correlaciona-los.
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6.2 Teorema mr-Buckingham

Exemplo 1: A Forca de Arraste (Fp) que age sobre uma esfera em queda num fluido é fungéo
da velocidade de queda, V, da area projetada da esfera, A, da massa especifica do fluido, p,

e da viscosidade do fluido, y. Determine os numeros adimensionais que podem ser usados
para correlacionar dados experimentais.

N

empuxo Fo 1) Variaveis relevantes (n,) e sistema basico de
dimensdes (MLT6)

F

Fo: forca de arrasto [MLT?];

p: massa especifica do fluido [ML-3];
peso V: velocidade de queda [LT1];
M: viscosidade do fluido [ML1T];

A: area projetada da esfera [L?];

Exemplos de dimensdes de variaveis:

[F]=[m][a]=M T£2= MLT 2
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(if) Matriz Dimensional

Fo p AV p

M1 1 0 0 1
L] 1 32 1 -1
T -2 0 0 -1 -1

(iii) Rank (r): ordem do maior determinante nao nulo (variaveis independentes)

OBS.2: Analisando o determinante da seguinte matriz, temos:

1 1 0
1 -3 2 #0 —>|r (rank) =3
2 0 0

(iv) Numero de grupos adimensionais relevantes (Tr_grupos)

n =n-r — n_=5-3 —> |n, =2 (2grupos adimensionais)
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(v) Escolhe-se um nucleo para a determinacao dos I _grupos

A — variavel geométrica Deve-se combinar cada uma das
] o _ . variaveis do nucleo com as variaveis
p — variavel dinamica adimensionais.

—

(vi) Determinacdo dos numero adimensionais

(@) I,=A*V°p°F,
Adimensionalizando:

[M LOTO] [M L2T°] [MOLlT'l]b[MlL'3T°]°[M1L1T'2]

[ M Lo-l-o ] [ M Oa+0b+1c+1 L2a+1b 3c+1-|-0a- 1b+0c-2 ]
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Equacionando M, L e T resulta no seguinte sistema

—_—

M: Oa+0b+1c+1=0 .
. resolvendo) S ~ '2
L: 2a+1b-3c+1=0 c=-1 Coeficiente de arraste (Cp):
laci d f d
T Oa-1b-0c-2=0 arraste sobre um corpe.
E Incluindo ¥z no C = FD
Logo, retornando ao M;: IL.=A*V"p°F, —> I[,=—2 denominadory, |~p =7
1 1 IO D 1 pVZA va2A

(b) TI,=A*V°p°u
Adimensionalizando:

[M LOTO] [M LZTO] [MOLlT'l]b[MlL'3T°]C[M1L—1T—1]

[I\/l Lo-l-o ] [l\/l Oa+0b+1c+1 L2a+1b -3c- 1-|-0a 1b+0c- 1]
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Novamente, equacionando M, L e T resulta no seguinte sistema

—_—

M: Oa+0b+1c+1=0

resolvendo a=-1/2
L: 2a+1b-3c-1=0 [~ > b=-1
c=-1
T: Oa-1b+0c-1=0
- Visto que a raiz quadrada da area
daréa uma dimenséo de
H comprimento, podemos substituir

_ _Aaysb c = _
Logo, retornando ao I;: Hz_A Vv pu—> HZ '6\1/2\/p “AV2”  por  “D”, comprimento

caracteristico que no caso da esfera,
sera o seu diametro).

“ Invertendo DV
_ este nimero A, Y NUumero de

DVp n Reynolds

Desta forma, pode escrever:

OBS.3: Logo, pode-se realizar
experimentos utilizando apenas duas
CD:f(RE) variaveis ao invés de cinco para

determinar uma correlacdo para a
estimativa de Fp.

158


http://www.dyrney.com/

6 . Analise Dimensional e Similaridade

Coeficiente de arraste

6.2 Teorema mr-Buckingham

Professor Dyrney Araljo dos Santos
Universidade Federal de Goias
Curso de Engenharia Quimica
site:

Valores de coeficiente de arraste (CD) em funcdo do numero de Reynolds (Re) para o
escoamento em torno de uma esfera

10

100

T TTT

10 k£
- _24
- Escoamento de Stokes C= Re
1 & L @ AN
S C,=044 \
': = = “*:\‘ """"" '—-Ha-_':'.:--u———-"""'ﬁ"
0’1 — ‘/’_
:1 L | IIIIIIII LI L L L L Ly
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Numero de Reynolds

No caso de baixos niumeros de Re
(Re =1) (regime de stokes), o
coeficiente de arraste (C,) é dado
por:

_24
Re

CD

No caso de 10°< Re £ 5x10° o
coeficiente de arraste permanece
aproximadamente constante:
C,=0,44

Em torno de Re = 5x10° ocorre uma
gueda brusca no valor de Cp
devido atransicdo para o regime
turbulento.

10’
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Exemplo 2 - Andalise da Perda de carga de fluidos em escoamento em dutos de secéao
circular

1) Variaveis relevantes (n,) e sistema basico de
dimensdes (MLT6)

SI/ ( /

rugosidade da superficie

(média dos picos)

[ p: viscosidade do fluido [MLAT]

p: massa especifica do fluido [ML-]

fluido _| -AP: queda de pressédo piezométrica

[ML1T?]

V: velocidade média [LT]

—

D: diametro [L]

tubo = L: comprimento [L]

& rugosidade [L]

(if) Matriz Dimensional M p D L € -AP Vv
M1 1 0 0 01 O
Lf -1 31 1 1 -11
T({ -1 0 0 0 0 -2 -1
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(iii) Rank (r): ordem do maior determinante nédo nulo (variaveis independentes)

OBS.3: Analisando o determinante da seguinte matriz, temos:

1 1 0
1 -3 1 #0 —>|r (rank) =3
-1 0 O

(iv) Numero de grupos adimensionais relevantes (1r_grupos)

n_ =4 (4 grupos adimensionais)

n=n-r — n=7-3 —

(v) Escolhe-se um nucleo para a determinacdo dos _grupos

Deve-se combinar cada uma das
» _ . variaveis do nucleo com as variaveis
Nicleo: = Vv — variavel cinematica restantes  para encontrar  0S
adimensionais.

D — variavel geométrica

p — variavel dinamica
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6.2 Teorema mr-Buckingham

(vi) Determinacdo dos numero adimensionais

(@) I1,=D*V°p°u
Adimensionalizando:

[I\/IOLOTO} :|:MOL1T0:|a [MOLlT-l}b I:MlL_STO:r |:M1L-1T-1:|

|: MOLOT? i| — |: M 0a+Ob+1c+1 L1a+1b-3c-1-|-0a-1b+0c-1 ]

Equacionando M, L e T resulta no seguinte sistema

M: Oa+0b+1c+1=0 Ve
L- 1a+1b-3c-1=0 resolvendo > b= _i
C=-
T: 0a-1b+0c-1=0
Logo, retornando ao II;: leDaprCIu — [II,= D}\/L/p > |II,=Re NIRt]emyre]ro?ddse
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(b) II,=D*V°p°L

Adimensionalizando:

[M0L0T0:| — [I\/IOLlTO T‘ [I\/IOLlT'l:|b [MlL-3T0:|° [MOL1T0:|
|: M 0 Lo-l—o ] — [ M 0a+0b+1c+0 L1a+1b-3c+1-|—0a-1b+0c+0 ]
Equacionando M, L e T resulta no seguinte sistema

M: Oa+0b+1c+0=0

1
=

resolvendo
>

O T o

oo

L: 1la+1b-3¢c+1=0
T: 0a-1b+0c+0=0 )

L
Logo, retornando ao IL,: szDaprCL s HZ_B
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(c) M,=DV°p°e

Adimensionalizando:

[MOLOTO] — [I\/IOLlTO ]a [I\/IOLlT'l]b [l\/llL'?’TO]C [I\/IOLlTO]
|: M 0 Lo-l-o ] — [ M 0a+0b+1c+0 L1a+1b-3c+1-|-0a-1b+0c+0 :|
Equacionando M, L e T resulta no seguinte sistema

M: Oa+0b+1c+0=0 ]

resolvendo .
> b
C

-

oo

L: 1la+1b-3c+1=0
T. Oa-1b+0c+0=0
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Universidade Federal de Goias
Curso de Engenharia Quimica
site:

Logo, retornando ao Il;; H3:Daprcg —> |11, D

Rugosidade
relativa
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(d) I1,=D*V°p° (-4P)
Adimensionalizando:
[MOLOTO:| — [MOLlTO ]a [l\/IOLlT'l:|b [l\/llL'?’TO JC |:M1L-1-|--2:|
|: M 0 LOTO ] — [ M Oa+0b+1c+1 L1a+1b-3c-1-|—0a-1b+0c-2 ]

Equacionando M, L e T resulta no seguinte sistema

Professor Dyrney Araujo dos Santos
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M: Oa+0b+1c+1=0 L
L: 1a+1b-3c-1=0 resolvendo 5 4 C i
CcC =-
T. Oa-1b+0c-2=0
Logo, retornando ao I,: I, —DaVb ( AP) H4= (_4\‘/]2))
o
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Fazendo
\ -AP)D Fator de atrito de Darcy:
211, :2(—4]]3’)2 fefifje-se > f:% (Eq-1) | relacionado & perda de carga
I1, pV? L (PV /Z)L em tubulagdes.

em funcdo de Re e €/D e obter uma correlacdo empirica

OBS.4: Logo, pode-se realizar experimentos impondo f E
—> |[f=f| Re,—
para a previsédo do fator de atrito de Darcy

Cyril F. Colebrook propés a conhecida “Equacao de Colebrook” para a determinagdo do fator de
atrito (f) em funcédo de Re e €¢/D em uma tubulacédo para escoamento turbulento:

' Cyril F. Colebrook
(1910-1997)

g/D 2,51

i:-2 Olog +
Jt 37 ReJf

(escoamento turbulento)

Da definicdo do fator de atrito (Eq. 1) e da equacgé&o de distribuicdo de velocidade em escoamento
laminar (deduzida em aulas anteriores), tem-se (PROVAR!!!!):

64 (escoamento laminar)

f=

Re 166
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e Lewis F. Moody prop6s a constru¢cdo de um diagrama com base na Equacéo de
Colebrook e na equacao do fator de atrito para escoamento laminar, o famoso
“Diagrama de Moody” que € o mais aceito e usado na engenharia (somente para
fluidos newtonianos!!!!).

Diagrama de Moody (Fluidos Newtonianos)

0.1 fT— T Tl
0.09 -+ Laminar Transitional Turbulent
T\~ flow — ﬂ(wf I“_' flow N
0.08 v =it S3 Fully rough turbulent flow ( flevels off)
\ —~—
0.07 Y < 0.05
0.06 ~L N 0.04 Lewis F. Moody
. \ — .
\ 4 \ 003 (1880-1953)
\\ S
0.05 X SIS
ot \\\ 5 SRE 0.02
2 ~ S mEEEE
% §\ SRS cn 0.015
= 004 2 \\\t: =N = S -
<) 2\ NN R~ ~—] < 0.01 a
g 2\ R L T 0.008 &
~— — NG | N -
g 003 ) \ NS T F 0006 %
= o~ A NN N = =]
2 =\ NN T 0004 5
= % N ' 2
? 0.025 R 5 —1 =
R
S \\ SRS S 0.002 =
3 . . 5
0.02 I \ RN T = 888(1)8 &’
N -~ == .
— - Roughness, & SN - - 0.0006
ateria 1 mm \\ -"-'——_,.__ N
0.015 | Glass, plastic 0 0 \\\ L] 3 0.0004
| Concrete 0.003-0.03 0.9-9 EASNNSNEER - ~h
| Wood stave 0.0016 0.5 11l Smooth pipes N TY 0.0002
Rubber, smoothed 0.000033 0.01 eD=0 N~ T RN
I Copper or brass tubing 0.000005 00015  TTT - \\ P~ ~ 0.0001
L Castiron 0.00085 0.26 \X ==l i L
0.01 Galvanized iron 0.0005 0.15 %5.‘_ = 0.00005
7 [ Wrought iron 0.00015 0.046 NN &/D = 0.000005 T4
0.009 | Stainless steel 0.000007 0.002 TN s
7 [ commercial steel 0.00015 0.045 &/D = 0.000001 =35 ||
(00 3 O Y | I | R == 0.00001

L1 o
103 2010°) 3 456 8 14 2(10Y3 4 56 805 2(10°) 3 4 56 8 106 2(10°3 456 8197 21073 456 808
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OBS. 5: Além de poder ser determinado de forma empirica ou através do “Diagrama de Moody”, o fator
de atrito também pode ser obtido de forma tedrica quando associamos o fator de atrito com a tenséo
de cisalhamento na parede do tubo para escoamento laminar.

e« Considere a distribuicao de velocidade em uma tubulacé&o (“isto foi deduzido anteriormente!!”):

v, :A—P(rZ—RZ)

4ul
« A tensdo viscosa na parede € dada pela lei de Navier-Stokes e, apds a derivacdo da velocidade,
tem-se:
dv —APuR
T, =—p—2 —s =47
dr |, _g 2L

« Vimos que o fator de atrito de Darcy (f) pode ser representado pela (Eq. 1) abaixo e, apds a
substituicdo da tenséo viscosa, tem-se:

OBS. 6: A desvantagem da determinacdao teorica de f &
gue € necessario a determinacdo da distribuicdo de

= (_AP)D f STW velocidades através de equacdes diferencias para,
- V2/2 L > = 2 apos isto, avaliar o tensor viscoso na parede do tubo.
(’0 ) pV Em muitos casos praticos (escoamento turbulento,

etc.) a determinacdao tedrica se torna muito complexa!

OBS. 6: O fator de atrito de Darcy (f) ndo deve ser Zz'w f
confundido com o fator de atrito de Fanning ou Cf = > — | (fator de atrito de Fanning)
Coeficiente de atrito (C;) que € definido como: ,OV 4 168
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6.3 Grupos Adimensionais Importantes na Mecanica dos Fluidos

As forcas encontradas nos fluidos em escoamento incluem:

(a) forcas de inércia;
(b) forcas viscosas;

Variaveis
caracteristicas em um
problema geral de
escoamento de fluido
com superficie livre

(c) forcas de presséo;
(d) forcas gravitacionais;
(e) forcas de compressibilidade l

~ Fonte: Cengel e Cimbala (2015)

Desta forma pode-se comparar a intensidade relativa das varias forcas em relacdo as forcas de
inércia a qual é proporcional a pV2L?2

du Vv . forca viscosa uVL U
1° i A=y — Aoc u—L? = VL assim > =
) Forcaviscosa  TA=H dy *H L H forca inercial oV pVL

Este parametro é tradicionalmente invertido para dar origem ao niumero de Reynolds:

7

Importancia: importante na classificagcdo de escoamentos laminares e turbulentos.
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forca pressao S Apl®>  Ap
forca inercial NVEZ pv?

2°) Forcade pressdo APA o ApL®  assim

A
Inserindo um fator de 1/2, tem-se o nimero de Euler: |EU = 1 P
IV
2

Importancia: importante em problemas que envolvem baixas pressdes causando a formacédo de
vapor (cavitacdo) em um liquido.

. 3
3°) Forcade gravidade mgoc gpl®  assim forga g_rawd_ade > gpL = gL
forca inercial pV2L2 V2
V
A raiz quadrada deste parametro da origem ao numero de Froude: Fr=—
JgL

Importancia: importante em escoamentos com superficie livre, ndo tendo importancia na auséncia
de superficie livre.
170
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forca superficial ol o . .
4°) Forca superficial oL assim ¢ _p : > = Obs: o [N/m] € a
forca inercial pViLP  pv?L  tensdosuperficial
: . . . PV L
O inverso deste parametro da origem ao numero de Weber: |We =
o

Importancia: importante no estudo das interfaces gas-liquido ou liquido-liquido.

E |? E Obs: E, é o
forca compressibilidade V= _—_ =V modulo de

forca inercial N2 pV?  elasticidade

5°) Forcade E Ao E L2 :
compressibilidade v assim

Maz\i
C

Define-se EV = ,OC2 Logo, o inverso daraiz do parametro da origem ao numero de Mach:

Importancia: importante quando as velocidades sdo préoximas ou superiores a do som. Os efeitos
de compressibilidade sé&o despreziveis quando Ma < 0,3.
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6.4 Analise de Similaridade

Comentario: Muitas vezes o engenheiro precisa efetuar experimentos num equipamento mas néo
pode fazé-lo em escala industrial. A melhor solu¢cdo subentende a construcdo de um modelo que
€ um equipamento em escala reduzida similar ao industrial.

Obs: Para assegurar a semelhanca entre os escoamentos no modelo e no prototipo deve-se ter:

a) Semelhanca Geométrica: o modelo (m) deve ter dimensdes perfeitamente proporcionais as do
protétipo (p) (escalaindustrial), tal proporc¢ao é dita fator de escala (A), definido por

b) Semelhanca Dinamica: as forcas envolvidas nos experimentos de laboratério (modelo) também
devem ser proporcionais as que existirdo no protétipo. Logo, os adimensionais relevantes ao

problema devem ser iguais, isto é

Re = Re Wem =Wep Mam = Map
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Exercicio Proposto: O arrasto aerodinamico de um novo automovel esportivo deve
ser previsto a uma velocidade de 22,35 m/s em ar com temperatura de 25°C. Os
engenheiros automotivos criaram um modelo em escala um para cinco do automovel
para testa-lo em um tinel de vento. E inverno e o tinel de vento esta localizado em
um prédio sem aguecimento. A temperatura do ar no tunel de vento é de apenas 5°C.
Determine a velocidade com a qual os engenheiros devem executar o tunel de vento
para atingir a similaridade entre o modelo e o protoétipo.

Dados: ar a T = 25°C implica p = 1,184 kg/m3 e p = 1,849x10° kg/(m.s)
araT=5°Cimplicap=1,269 kg/m3 e y = 1,754x10° kg/(m.s)

Wind tunnel test section

Moving belt Drag balance
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