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4. Conservagao da Massa e Momento =&

4.1 Abordagens Integral e Diferencial para um Volume de Controle

Na analise do movimento dos fluidos, podemos sequir um dos dois caminhos:

Abordagem _Integral: delimita uma regiao
finita no espaco fazendo um balango integral
dos escoamentos que entram e saem e
determinando os efeitos globais, tais como a
vazao volumétrica ou massica, a temperatura
média, a velocidade média, etc.;

Abordagem Diferencial em
Fenomenos de Transporte

Temperatura (‘'C)
= 100°C
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Abordagem Diferencial: procura
descrever os detalhes ponto a ponto da
variagao espacial (x, y, z) de uma
propriedade do escoamento
(distribuicoes de velocidade, de pressao,
de temperatura, etc.), ao longo do tempo
(t), analisando regides infinitesimais
dentro deste escoamento .
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4.2 A Equagdo Integral da Conservagdo da Massa

A abordagem integral pode ser aplicada, tanto para a massa, quanto para a energia e a quantidade
de movimento. Neste curso, iremos, como exemplo, nos ater apenas a formulagao integral aplicada
a massa. Ja a formulacao diferencial (préoximos tépicos), sera aplicada para a massa e para a
quantidade de movimento linear.

Exemplo: Aplicacao do balanco integral na conservacao da massa

A abordagem Integral envolve a aplicagao do conceito de Volume de Controle, mostrado na
figura abaixo

Linhas de corrente

no tempo, t, \

Volume de Controle (VC):
utilizado em mecanica dos fluidos
que permite estudar uma regiao
do espago conforme o fluido
escoa através dela. Um volume de
controle é delimitado por uma
superficie de controle (SC)

Volume de Controle
(VC)

y

)— X \ Superficie de
Fonte: White (2011) , Controle (SC)
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4.2 A Equagdo Integral da Conservagdo da Massa

Exemplo: Aplicacao do balanco integral na conservacao da massa

Para a aplicagcao da abordagem integral a massa, considere a lei de conservagao da
massa aplicada a um volume de controle, dada por:

(taxa de variagao da massa )V .= taxa massica que entra| . — taxa massica que sai «

A variagao da massa total pode ser dada pela integragcao da variagao infinitesimal da massa
de fluido (por unidade de volume) sobre um volume de controle qualquer (genérico)

(taxa de variagdo da massa), . = - 2—'[561’ |4

sendo p e V a massa especifica do fluido e o volume considerado, respectivamente.
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4.2 A Equagdo Integral da Conservagdo da Massa

Exemplo: Aplicacao do balanco integral na conservacao da massa

As entradas e saidas de massa do volume de controle, pelas superficies de controle, podem ser
analisadas pela seguinte integral, sendo V o vetor velocidade e d4 o vetor de area normal a SC

taxa massica que entra|_. — taxa massica que sai| =— j pv.dA
SC SC

A caracterizacdo das correntes de entrada e saida do volume de controle é feita
conforme a convengao dos sinais abaixo

V- dA = VdA cos V- dA = +VdA V- dA =-VdA
(a) Entrada/saida geral (b) Saida normal (c) Entrada Normal

Fonte: White (2011) 88
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Exemplo: Aplicacao do balanco integral na conservacao da massa

Substituindo estes termos na lei de conservagao da massa, tem-se:

(taxa de variagdo da massa)V .= taxa massica que entra| . — taxa massica que sai

Je

Py

ot

SC

como Equacao da Continuidade.

_j ,0\7 . d}i Esta equacao é também conhecida
SC

Para um determinado numero de entradas e saidas, considerando velocidades médias, de um
volume de controle, pode-se escrever:

ou,

Ji

Dy

ot

Zi:(piAivi) _Z(piAivi)

entra i sai

Ji

Py
ot

- Z(mz) _Z(mz')

entra I sai

sendo: 1 a vazdo massica de escoamento do fluido (kg/s no S.1.)
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4.2 A Equagdo Integral da Conservagdo da Massa

Exemplo: Aplicacao do balanco integral na conservacao da massa

Casos especiais:

0 Escoamento Permanente (estado estacionario): Neste caso, o termo de acumulo é nulo, ou seja,
nao ha variagao da massa total no interior do volume de controle. Logo,

Z(ml) :Z(mi)

I entra I sai

Ex: Considere os seguinte volume de controle com diferentes entradas e saidas

Todas as propriedades, i.e., V5, 4,, p,, f, etc. uniformes
SC f

Todas as secgdes i:
V C V; aproximadamente

normal & 4rea 4; y " — y y

No caso de regime permanente, tem-se, da
figura ao lado:

Fonte: White (2011) lM\
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4.2 A Equagdo Integral da Conservagdo da Massa

Exemplo: Aplicacao do balanco integral na conservacao da massa

Casos especiais:

0 Escoamento Incompressivel e Permanente (estado estacionario): apresenta variagoes
despreziveis de massa especifica e nada mais varia com o tempo. Neste caso, as massas
especificas das correntes de entrada sao iguais as das saidas. Logo,

2.(4) =>(V4)

i entra i sai

ou,

2(2) =2(0)

I entra I sai

sendo: Q a vazao volumétrica de fluido (m3/s no S.l.)

Note que, para um escoamento compressivel e permanente, as vazoes massicas, e nao as
vazoes volumétricas, sao constantes. As vazoes volumétricas sao constantes, se, e somente se,
o escoamento for incompressivel (Ma < 0,3, sendo Ma o numero adimensional de Mach).
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Exercicio proposto 7: Considere o escoamento permanente de agua em uma jungao de tubos
conforme mostrado no diagrama abaixo. As areas das seg¢des sdo: A, = 0,2 m?, A, =0,2 m?e
A; = 1,61 ft2. O fluido também vaza para fora do tubo através de um orificio no ponto (4) com
uma vazao volumétrica estimada em 3,53 ft3/s: As velocidades médias nas secodes (1) e (3)
sao V, =197 in/s e V; = 12 m/s, respectivamente. Determine a velocidade do escoamento na
segao (2) (V,) em m/s.
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4.3 Abordagem Diferencial

Ha dois pontos de vista diferentes na abordagem diferencial

Método Lagrangeano: Consiste em identificar um determinado sistema de identidade fixa (nao
permite a entrada ou saida de massa), como por exemplo uma particula de fluido, e, a partir
dai, observar variagoes de propriedades tais como posicao, temperatura, velocidade, etc. a
medida que este sistema se desloca no espago com o passar do tempo (t).

/t1

Joseph-Louis Lagrange
(Giuseppe Lodovico Lagrangia)
(1736 — 1813)
(Fisico, matematico e
astronomo italiano)
Este método envolve acompanhar o vetor posicao e o vetor velocidade , assim como de
outras propriedades, como a temperatura, a concentragao etc., de cada sistema ao longo do

tempo, criando, assim, campos escalares.

Este método é normalmente utilizado no estudo da mecanica dos sélidos. Possui um alto
custo computacional a depender do numero de particulas presentes no dominio de calculo.
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4.3 Abordagem Diferencial

Ha dois pontos de vista diferentes na abordagem diferencial

Método Euleriano: Consiste em se observar o comportamento transiente de uma determinada
propriedade do escoamento (Ex.: temperatura, velocidade, concentragdo etc.) em posi¢coes fixas no
espaco. Neste caso falamos de “elemento de fluido” (pode-se pensar em um pequeno volume de
controle), o qual permite a entrada e saida de massa. Obtém-se, assim, uma “visdao” do comportamento
do movimento naquela regidao do espacgo e naquele instante de tempo.

Ex.: Valores de velocidade em “pontos fixos no espa¢o” em um determinado
instante de tempo (t,), ou seja, o campo de velocidade V(x,y,z,t)

- S=—— Leonhard Paul Euler
Se e (1707 - 1783)

..\ -~ (Fisico, matematico e

. P astronomo suigo)

Ao invés de acompanhar uma particula de fluido individual, definem-se variaveis de campo (campo de
pressao, de velocidade, etc.), fungdoes do espagco e do tempo, sendo que o balango destas
propriedades sao feitos por meio de volumes de controle infinitesimais ou elementos de fluido. A
variavel de campo em um determinado local e em um determinado instante de tempo é o valor da

variavel para qualquer particula de fluido que ocupar essa posi¢cao neste determinado instante. Logo,
qualquer equacgao de balango pode ser escrita em ambos os métodos, Euleriano ou Lagrangeano

E a descricdo mais conveniente para aplicacdes na mecanica dos fluidos. 04
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4.4 A Equagdo Diferencial da Conservagdo da Massa

Comentario: a equacao da conservacao de massa ou equacao da continuidade pode ser
obtida através de um balanco de massa num volume de controle diferencial ou infinitesimal

(elemento de fluido).
Da lei de conservagao da massa, tem-se:
Taxa massica acumulada [MT'] = Taxa massica que entra [MT-'] — Taxa massica que sai [MT-]

Analise dos termos de entrada e saida: considere as taxas de massa que transpassam as
faces de um volume de controle infinitesimal (elemento de fluido). O volume do elemento

abaixo é dado por dxdydz

opv
A pvdxdz + [E dJ’j dxdz Sendo o vetor velocidade dado
y T por:
| V=ui +vj +wk
»pWdxdy
4
opu
dydz ol ud dz+(—dxja’ dz
puayaz | > |, — pUay o A%
W/ <>
iz

pwdxdy + ( 8g lid dzj dxd /I\
|
|

pvdxdz 95
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4.4 A Equagdo Diferencial da Conservagdo da Massa

As taxas massicas de entrada e saida do volume de controle infinitesimal podem ser resumidas
na tabela abaixo

Direcao Taxa massica de entrada [MT] Taxa massica de saida [MT-]
ud dz+(a"ldxjd dz
X pudydz puay Py V
vtz +| 227y | vz
y pvdxdz P oy Y
wdxdy + ( opw dz) dxd
, pwdxdy P V Py 34

Analise do temo de acumulo: a taxa de variacao infinitesimal da massa no interior do
volume infinitesimal (acumulo de massa) pode ser definido como

Acumulo = aa—'[; dxdydz
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4.4 A Equagdo Diferencial da Conservagdo da Massa

 Finalmente, retornando a equacao do balanco de massa no volume de controle
infinitesimal, tem-se:

Taxa massica acumulada [MT-'] = Taxa massica que entra [MT-'] — Taxa massica que sai [MT]

Substituindo os respectivos termos , tem-se:

%—'[; dxdydz = p;r&;ydz + pydic/dz + pw’d&dy — ( ,oudydz + aa_u dxdydzj
/ ’ % X
-~ Opv S Opw
pvdxdz + 8_ dydxdz |—| pwdxdy + z dzdxdy
iq d z

Apos simplificagoes e dividindo tudo pelo volume infinitesimal dxdydz, tem-se:

A equacao de conservagao da

8,0 4 apu 4 apv 4 apw =0 massa para um volume infinitesimal

ot Ox 0 Oz é conhecida como Equacao da
Y Continuidade.
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4.4 A Equagdo Diferencial da Conservagdo da Massa

Posto que o operador nabla, V, em coordenadas retangulares, é dado por:

8 - 5 - 5 g
V=—i+—j+—k
ox oy 0Oz
entao
Oopu Opv Opw ~
pu L oPV | 9P :V.(pV)
ox Oy Oz
Desta forma a equacao da continuidade pode, também, ser escrita em uma forma

compacta

L. (p7)=0

A forma compacta da equacao da continuidade é “universal”, visto que independe do sistema
de coordenadas adotado, como sera visto posteriormente.
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4.4 A Equagdo Diferencial da Conservagdo da Massa

A) Sistema de Coordenadas Cilindricas: a alternativa mais comum ao sistema cartesiano
é o sistema de coordenadas cilindricas, utilizado, por exemplo, na analise de
escoamentos no interior de um tubo de segao circular.

Considere as taxas de massa que transpassam as faces do volume de controle abaixo, cujo
volume é dado por rdédrdz

O vetor velocidade é dado por
(sendo “e” o vetor unitario):

seja “F” a taxa massica que transpassa as
faces do volume infinitesimal

—

V=Ve +V,e,+V.e,

A
Y (x,y,z) ou
l s * (r,8,2)
B iy | :
| — 2 2

TR | x—rcos(@) r=yx’+y
| | Z y=rsen(0) 0 =arctany/x
I_. | z=2z z=2z

- . P S | i ,f" y

Fonte (modificado): Incropera e Dewitt (2008) 0 \\‘ ! o «
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4.4 A Equagdo Diferencial da Conservagdo da Massa

A) Sistema de Coordenadas Cilindricas:

Apds a determinacao da taxa liquida nas diregdes r, 0 e z, e a posterior substituicao na lei
de conservagao da massa, a equagcao da continuidade (por unidade de volume) em
coordenadas cilindricas torna-se (para maiores detalhes ver White, 2011):

70 5
P Lo Vet (o )+ L (V) =0
e (L0 Rl GO Rerm L)

O operador divergente (V' .) de um vetor “A” qualquer, em coordenadas cilindricas, é dado

por:
-~ [0 l 0 o,
VA=——(r4 )+——(4,)+—( 4
r 8r( r) r 8(9( 9) 82( Z)
Logo, novamente a forma compacta da equagao da continuidade torna-se:
op =
E;+v(pV)_0
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4.4 A Equagdo Diferencial da Conservagdo da Massa

B) Sistema de Coordenadas Esféricas: este sistema também é bastante utilizado em
alguns problemas de fenémenos de transporte

Considere as taxas de massa que transpassam as faces do volume de controle abaixo, cujo
volume é dado por dr.rsen(¢)d0.rdd

r 3

seja “F” a taxa maéssica O vetor velocidade é dado por z (x,y,z) ou
que transpassa as faces do (sendo “e” o vetor unitario): » (6,9)
volume infinitesimal = b - - A
V=Ve +Ve,+V,e, S
e/ |
< |
_‘;’ \Z
-_._..-“\\_‘ r i /1', y
Lo X
y

x:rsen(@)COS(¢) I"Z\/x2+y2—|—22
y= rsen(é’)sen(¢) 0= arctan(« [x? +y2 /z)

z=rcos(0 z=arctany/x 101

Fonte (modificado): Incropera e Dewitt (2008)
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4.4 A Equagdo Diferencial da Conservagdo da Massa

B) Sistema de Coordenadas Esféricas:

Apods a determinacao da taxa liquida nas diregoes r, 0 e ¢, e a posterior substituicao na lei
de conservagcao da massa, a equagcao da continuidade (por unidade de volume) em
coordenadas esféricas torna-se (para maiores detalhes ver White, 2011):

8,0+15

or 1 ar(per")+ L0 (o send)+— a(pV¢)=0

rsenf 06 rsen6 %

O operador divergente (V.) de um vetor “A” qualquer, em coordenadas esféricas, é dado
por:

. 04
V.A:izg(l"zflr)-l- ! i(Ls*erlé’/lg)Jr ! ?
ro or rsenf 06 rsenf O¢

A forma compacta da equacao da continuidade torna-se, novamente:

%—f+v.(pl7)=0
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4.4 A Equagdo Diferencial da Conservagdo da Massa

Casos Especiais da Equacao da Continuidade

O Escoamento Compressivel e Regime Permanente: se o escoamento é permanente, d/ot = 0,
todas as propriedades sao fungcoes apenas da posicao

0 0 0

CARTESIANA: —(pu)+—(pv)+— =0
o o)+ (ov)+ - (ow)

. 10 VNG 0
CILINDRICA: ;E(Fpl/r)+;%(pl/9)+6—z(plfz) =0
, 1o, , J, I
ESFERICA:  — —(pr'V. )+ —(pV,send)+ —(pV,)=0

r ﬁr(pr r) rsent 89('0 osent) rsent 6¢('O ¢)
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4.4 A Equagdo Diferencial da Conservagdo da Massa

Casos Especiais da Equacao da Continuidade

O Escoamento Incompressivel: as variagoes de massa especifica sao despreziveis (Ma < 0,3).

OBS.9: neste caso dp/ot = 0 independente se o regime é permanente ou transiente.
Eliminando a massa especifica do operador divergente, tem-se

VYV =0
Logo,
ou oOv ow
CARTESIANA: +—+—=0
ox Oy Oz
1 0 1 0 0
f . () + =V +=(V.)=0
CILINDRICA: rar(r ) r89( 2) az( )

, 1 0 I 0 I 0
ESFERICA —2—(r2Vr ) " rsen6 06 (Vgsené?) ’ rsen0 a—¢(V¢) X
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Exercicio Proposto 8: Sob que condicoes o campo de velocidade abaixo representa
um escoamento incompressivel, sendo a,, a,, a; b,, etc. constantes?

— —

V=(ax+by+cz)i +(ax+by+c,z)j+(ax+by+cz)k
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4.5 A Equagdo Diferencial da Quantidade de Movimento Linear

A equacao diferencial da quantidade de movimento linear, também conhecida como Equacao de
Cauchy (August Louis Cauchy, 1789-1857) pode ser deduzida de varias formas através do Teorema de
Transporte de Reynolds, da Teoria da Divergéncia de Gauss, da utilizagdo de um volume de controle
infinitesimal, etc. (veja Cengel e Cimbala (2015) para maiores detalhes).

Iremos deduzir, aqui, a Equacao da Quantidade de Movimento Linear por meio da aplicagao da segunda
lei de Newton a uma particula de fluido

Segunda Lei de Newton: esta lei nos diz que a resultante de forgas que atua sobre um corpo causa
uma variagcao em sua quantidade de movimento linear. Logo, pode-se escrever:

5. 407)

Pela regra da cadeia, tem-se:

Zﬁ:md(ﬁ +I7d(m)

dt dt

Visto que a massa total sempre se conserva (exceto em reacdes atomicas), podemos eliminar o termo
de variagdao da massa com o tempo acima. Logo,

([7) Desta forma, para analisar a equagao do movimento para um fluido,
ZF m——-~=ma deve-se determinar o campo de aceleracao do escoamento por meio
do campo de velocidade, como a seguir. 106
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4.5 A Equagdo Diferencial da Quantidade de Movimento Linear

Campo de velocidade: a forma vetorial CARTESIANA de um campo de velocidades que
varia no espacgo e no tempo pode ser expressa como:

17 :u(x,y,Z,t)Z'FV(x,y,Z,t)}:_"W(xayazat)];

Para calcular o campo vetorial de aceleracao do escoamento, deriva-se o campo de
velocidade, ou seja,

o dV =du =dv -dw
a=—=1—+j]—+k—
dt dt dt dt

Como cada componente escalar, u, v e w, € uma fungao de quatro variaveis, x, y, z e t,
aplica-se a reqra da cadeia para obter cada derivada temporal total, pois “u” pode variar
com “x” e “x” pode variar com “t”; “u” pode variar com “y” e “y” pode variar com “t”; e
assim sucessivamente.

Exemplo: para a componente da aceleracao na direcao x, a derivada total é dada por

d t
u(xy,2,1) _ou oudy oudy Oud

dt o oxdt oydt oz dt
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4.5 A Equagdo Diferencial da Quantidade de Movimento Linear

Visto que dx/dt é o componente da velocidade local u, dy/dt = v e dz/dt = w, tem-se, para a
componente x do vetor aceleragao:

d t
u(x.2, ): ou +ua—u+va—u+wa—u

dt ot ox oy oz

A equacao acima também pode ser escrita na seguinte forma compacta:

dt ot

Finalmente, podemos aplicar para as outras dire¢coes y e z, e, em uma forma vetorial, tem-se:

C_iz Uu—v——+w—- ou Zi:—-|—
Dt Ot

ox oy 0z
=

* | ¥ '
/ \ \ O termo D/Dt é denominado de

Aceleracgao total aceleragio advectiva ou espacial derivada substantiva ou derivada
material

DV oV ov. oV oV oV e -
-5 j )

aceleragao local
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Logo, a Segunda Lei de Newton, aplicada a uma particula de fluido (dxdydz) é:

Z F= p — dxdydz

A seguir, serao analisadas todas as forcas que agem sobre a particula de fluido em
movimento: forcas de campo e forgas de superficies

Forcas atuando sobre uma Particula de Fluido em Movimento

A) Forcas de Campo: sao forcas decorrentes de campos externos (gravidade,
magnetismo, potencial elétrico, etc.) que agem sobre toda a massa dentro do elemento.

Consideraremos aqui apenas a forga da gravidade sobre a massa diferencial

Ex: considerando z positivo
“para cima”, teremos:

dF. = pgdxdydz

grav
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B) Forcas de Superficie: decorrem das tensoes sobre os lados da superficie de controle.

As forcas de superficie podem ser vistas como a soma da pressao (P) e das tensdes
viscosas (7;) que surgem do movimento do fluido (devido aos gradientes de velocidade),
compondo, assim, o tensor tensao total (5;):

Representacao do tensor total (¢;) que age sobre uma

A particula de fluido
0? Gy T Ty To -P 0 0
G, o, =T, T, 7.+ 0 —-P O
O,y I K T, T, T_. o 0 -P
GZZ csXZ
O, >
X . ~ ~
Visto que a pressao é uma tensao normal e_sempre
y 4 para “dentro’”, suas componentes aparecem apenas
na diagonal principal do tensor tensao total e
negativas.
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4.5 A Equagdo Diferencial da Quantidade de Movimento Linear

B) Forcas de Superficie: decorrem das tensoes sobre os lados da superficie de controle.

Nao sao estas tensoes, mas seus gradientes, ou diferencas, que causa uma forcga liquida
sobre a superficie de controle infinitesimal.

Exemplo: Realizando o balanc¢o de forcas superficiais na dire¢cao x, tem-se:

0o,
o, dxdz + dy |dxdz
A oy
y /
/7
.
(0..dxdy oo
Jxxdyciz L |€-- __>O'xxdydz+(—”dxj dydz
— g Ox
T 0, dxdz X
/ < - - Esta mesma analise pode
z ser feita para mostrar as
0o, tensdes liquidas que
o dxdy J{ oz dz j dxdy atuam nas direcées y e z.
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B) Forcas de Superficie: decorrem das tensdes sobre os lados da superficie de controle.

Logo, a forgca de superficie liquida na dire¢cao x é dada por:

0o,

dF. = [0 dydz+ 9% dxdydzj o dydz+ (0' didz +
» ox % %

px & dydxdzj - ayic/do?dz +

4

+ (sz,dvlc/dy + % dzdxdyj —0, dxdy
, zZ ,

Apos simplificagoes e dividindo tudo pelo volume infinitesimal dxdydz, tem-se:

dF oo oo oo

Sup,x XX + X + zX

dxdydz B ox oy 0z

Separando o tensor total (5,;) em pressao (P) e tensoes viscosas (7;), tem-se:

—

df;up:y — ap 4+ arxy 4 8Tyy + 81.2)’
dF op or. Or, or nas direcdes y e z | | dxdydz oy oOx 0oy Oz
e LA S R - S A tem-se, de forma |-

dxdydz o ox oy oz analoga:

dr,,,. op or. Ot Or_
Ty iE g +
| dxdydz 0z oOx oy 0z112
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B) Forcas de Superficie: decorrem das tensoes sobre os lados da superficie de controle.

Na forma vetorial, o vetor forga superficial liquida se torna:

dF’ . . - 0 _ (o d or. ) - 0 .
__sup a_pl _|_a_p] _|_a_pk + az-xx + Tyx 4 8rzx i+ Z-xy n Tyy n sz ] + aTxZ + Tyz N 82‘22 p
dxdydz ox Oy Oz ox oy Oz

J A

Resultante de presséo Resultante viscosa

Finalmente, a forma compacta da forga superficial liquida pode ser escrita como:

—

dr,,
—=-Vp+V.r,

dxdydz
sendo:
Txx Txy sz
or, Or, or ). (o0r, 0r, Or,\. (or, Or,. or_)-
T’f = Tyx Tyy Tyz = x4 + =X 17+ + + J + xz oy + =z |k
ox 8y 0z ox ay Oz Ox 8_)/ Oz
T T T

zx zy zz
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Retornando a equacao da Segunda Lei de Newton aplicada a uma particula de fluido,
Z F= p — dxdydz

e substituindo as for¢cas de campo, de superficie e viscosas na equagao acima, tem-se a Equacao da
Transferéncia de Quantidade de Movimento Linear ou a Equacao de Cauchy na sua forma compacta:

DV Augustin-Louis Cauchy
(1789 — 1857)
P D - ,Og Vp +V. T (Fisico, matematico e
4 engenheiro francés)

sendo a aceleragao total da particula de fluido em coordenadas CARTESIANAS dada por:

DV oV (817 ov aﬁj
=—+|u +w

= +v
Dt ot ox oy oz

Esta equagdo é valida para qualquer fluido em qualquer movimento em geral: regime transiente,
escoamento tridimensional, escoamento compressivel e fluidos de diferentes reologias. 114
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Diferencial da Quantidade de Movimento Linear

Visto que a Equacao de Cauchy é vetorial, podemos “abri-la” nas direcdes x, y e z, em
coordenadas CARTESIANAS, como mostrado a seguir

— Ou,  Ou Ou  Oul_ _8p+GTXX+5Tyx+82'Zx
diregdox | Pl e e e )T R T w T e o &
ireca @+u@+v@+w@ = P aTnyr(’jTWjL(%zy
direcaoy P o lax oy oz PE, o oy
—— ow ow ow  Oow op oOr. O0t, Or_
diregao z P +u V—+Ww =pg, ——+
ot ox Oy oz oz ox Oy Oz

DILEMA: Observa-se que existe, a principio, 14 incdégnitas (u, v, w, p, P,
Txx Txy’ Ty Txy’ Tyx’ Tyz’ 229 Tox e T, )

Com relagdo ao numero de equagoes, poderiamos, a principio,
considerar: 4 equacdes fundamentais (equacao da continuidade e trés
equacoes de transferéncia de quantidade de movimento) e 1 equacéao

constitutiva (equagao de estado termodinamica relacionando p com P,

para escoamentos compressiveis).
Neste caso, para que o problema tenha solugao necessﬂa-se de

Como modelar ou relacionar as tensées viscosas que agem sobre uma
particula de fluido em movimento com o campo de velocidades????
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A) Equacao de Euler

Primeiramente, no estudo da mecanica dos fluidos, adotou-se a
hipétese de um fluido sem atrito ou fluido ideal (sem viscosidade ou

inviscido)

Neste caso as tensdes viscosas sao nulas (t; = 0), e a equagéo do

movimento torna-se.

DV _ -y
'ODt PE P

Leonhard Paul Euler

(1707 — 1783)
(Fisico, matematico e
astrébnomo sui¢o)

Esta equacao é denominada de Equacao de Euler, e as suas componentes nas diregdes x, y e z,

sao, em coordenadas CARTESIANAS:

ou oOu ou ou op
Jo, +u—+v—+w =PE T
ot ox Oy 0z
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B) Equacao de Navier-Stokes

Navier-Stokes estenderam a lei de newton (fluidos newtonianos) para as trés

diregcoes espaciais, levando em consideracao as deformagcdes normais e de
cisalhamento lineares e a deformacao volumétrica, como seguem:

Tensoes cisalhantes:

Tensoes normais:

ou .
T =7 = ou Gv Ti= 2/,l—+ﬂ,VV
Xy »o ay ax ox
ou ow ov Cona
T =7 _=U| —+— Ty = 2u—+AVY Sir George Stokes (1819 1903)
o= 0z Ox oy (Matematico e fisico irlandés)
Claude-Louis Navier (1785 —1836)
r =7 = 8\/ ow _ Zﬂa—w LAV (Matematico, engenheiro e fisico francés)
o % oy oz
Sendo:
|: a viscosidade dindmica, relativa as deformacgdes lineares normais e cisalhantes Os autores observaram que
A: o segundo coeficiente de viscosidade, relativo as deformagoes volumétricas gutesne?:_r viscoso ¢ simétrico,
;_Ou v ow '
V.V =—+—+—: taxa de deformacao volumétrica r =7
ox 8y 0z xy  Uox
ou oOv ow _
—, — ¢ — : taxas de deformacéo linear normal Ty =T
ox’ oy oz :
ou 8v 1 ow ou I(ov ow). - . o i
— e - —4+ : taxas de deformacgao linear cisalhante
Gy 8x ox Oz 2\ 0z Oy
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4.5 A Equagdo Diferencial da Quantidade de Movimento Linear
B) Equacao de Navier-Stokes

(a) ool Nao .hfa um conh.emme.nto muito ap.rofundado.sob’re o Segl’Jl:ldO
: AT coeficiente de viscosidade (A) pois seu efeito é, na pratica,
R Frivai e ‘ negligenciado (“pequeno”).
L ._.1 _____ ]. -
Para gases, uma boa aproximagdo pode ser obtida conforme
(b) el abaixo (Schlichting, 1979):
ye
£ ¢ ? 2
{ r” ﬂ; - - /Ll
[', - - 3
7
Sendo: (a) deformagio linear normal; Visto que para baixas velocidades (baixos numeros de Mach) o
(b) deformagio linear cisalhante escoamento pode ser considerado incompressivel, mesmo
sendo um gas escoando, tem-se:
Fonte: adaptado de Cengel e Cimbala (2012) =
_ ., Ou
Txx - 2#&
ov
% O R
(c) VIV =0 dy
ow
T, =24—
Sendo: (c) deformagao volumétrica o oz
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B) Equacao de Navier-Stokes

Introduzindo estas expressdes para as tensées nas equagoes diferenciais do movimento, obtém-se
as Equacoes de Navier-Stokes, nas diregoes x, y e z (coordenadas CARTESIANAS):

v Componente na diregao x:

5 8u+u5u+vﬁu+w6u pgx—a—p+i{2,ua—u+/lv.l7}+i 8u 8\/ +8 (814 8wj
ot ox Oy 0z ox Ox ox (9y 8x 0z 0z Ox

v Componente na diregao y:

5 8v+u6v+v8v+ ov _ e - 8p 0 ou 8v +£ 2/1@+/1VV +g p @ ow
o ox 0y oz Y Oy 8x 8y 8x oy oy 0z Oz Oy

v Componente na diregao z:

ow ow ow  ow dp O ou 8w 9, 8\/ ow 0 ow -
P +uU—+v—+w =pg. ——+—| 1| — +— +—| 2u—+AVY
ot ox oy 0z 0z Ox 82 ox ay 82 8y 0z 0z

Estas equagoes sao validas para escoamentos gerais, tais como, escoamento compressivel, transiente,
viscosidade variavel, escoamento tridimensional, etc.. A sua uUnica restricdo é que sao aplicadas
APENAS PARA FLUIDOS NEWTONIANOS
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B) Equacao de Navier-Stokes

SIMPLIFICACAO: considerando a viscosidade constante e o escoamento incompressivel, as equacgdes
anteriores, para um fluido newtoniano, tornam-se em COORDENADAS CARTESIANAS:

v Componente na diregao x:

8u+u8u+v6u+wéu ) _8_p+ 52u+82u+82u
p o0 ox oy Oz - “ ? ?

v' Componente na diregao y:

v' Componente na diregao z:

ow ow ow ow op o'w o’'w O’w
+u +v +w =pg. ——+u >+t >t
ot ox Oy 0z 0z ox~ oy 0Oz
Em sua forma compacta, tem-se:
DV
Py = pg—Vp+ V'V
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4.5 A Equagdo Diferencial da Quantidade de Movimento Linear

B) Equacao de Navier-Stokes

SIMPLIFICACAO: considerando a viscosidade constante e o escoamento incompressivel, as equacgdes
anteriores, para um fluido newtoniano, tornam-se em COORDENADAS CILINDRICAS:

v Componente na diregao r:
2
Jo, aVV +I/r aVr +E%+V2%_V_9
ot or r 06 oz r

. 010 10V, ov. 20V,
=pg, ——+ | — V)| +—S——+—F~L-=—2
“PE TS {8}*(1"81"( r)j P00 o r ae}

v' Componente na diregao 6:

(al/g +I/r 61/9 +&%+K%+%J:
ot or r 060 0z r

2 2
1p {a(za(m}iarfua 2@1/}

P& 20 H o\ v ar 2007 o 1700

v' Componente na diregao z:

(61@+V61/Z+581/2+V81/2j . 16(6Kj+iazlfz+6zlfz
Pl e T e e ) TRE T T or ) 706 o

ror
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4.5 A Equagdo Diferencial da Quantidade de Movimento Linear

B) Equacao de Navier-Stokes

SIMPLIFICACAOQO: considerando a viscosidade constante e o escoamento incompressivel, as equacdes

anteriores, para um fluido newtoniano, tornam-se em COORDENADAS ESFERICAS:

v' Componente na diregao r:

o, L, VoV, Vy oV, ViV
Yo, +V. -+ Sl + —
ot or r 00 rsenf 0¢ r
op 10, ) a( an 1 oY
= —— 4 U S —I\rV )+ —| send—= |+ ;
P8 or 'ULZ 8r2( r) r’send 00 00 ) r’sen’d 0¢°

|

v' Componente na diregao 6:

2 0V, 2cotgf oV,

P Yoy Vo YooVo, Vo aV"’+VFV9_V‘;COtg(9 =pg 1%
ot " or r 00 rsenf 0¢ ° ro6
2
v 52 Do L D L2y sent) o LT 202
r° or or r° 00\ senf 06 r'sen @ o¢- v~ 00 r’senf O¢

|

v' Componente na diregao ¢:

Py Vo 100 VO, WV Fcow0) L g
ot or r 00 rsenf 0O¢ r rsen 0@
Gl 4 oV,
v éi 29 +iza( 1 a(%seng)j+ : 12 ‘s 22 8Vr+2§*otg08V9
r° or or r° 00\ senf 060 rsen@ 0¢~ r'senf Op r senf O¢
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4.5 A Equagdo Diferencial da Quantidade de Movimento Linear
Tensoes viscosas em diferentes sistemas de coordenadas

Considerando o escoamento incompressivel, a Lei de Newton (modelo de Navier-Stokes) para as tensdes viscosas em
diferentes sistemas de coordenadas se torna:

v Coordenadas Cartesianas (x, y, z):

ou

= 2—

= 28]

0=t = p| L2
R

v Coordenadas Cilindricas (r, 6, z):

élfr]
or

T Zﬂ(Z

g Il L/ Mg
o= tor = H or\r ) r 00

v Coordenadas Esféricas (r, 0, ¢):

0z
oo = (‘lw a_”)
zX XZ # ax aZ
oV
= 2 z
r.=u22]
T =7 = (aV’ %j
¥z zr ILI aZ ar

i

1 0oV, 4 +V, cotg 6
rsen@ 0¢

v

oV 1ov, Vv
b #( or j oo ,u{ (r o0 r ﬂ
;o ri&Jfl% . g senf 0 v, N 1 0V,
L P A P % =0 = T 50\ sen6 ) rsend o)

|

T, =,Ll|:

1 o

7

rsenf O¢

|
+r—
or

Vs

r
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Estudo de Caso 1: Escoamento de um liquido sobre uma placa plana inclinada sob a agao apenas da

forca gravitacional

VAN

g

Placa plana
inclinada

Largura da placa: W
Comprimento da placa: L

Ar em repouso
em contato com
superficie do

liquido

a

Liquido
escoando

Questao: Apos adotar hipoteses adequadas, encontre:

a) o perfil de distribuicao de velocidades e o perfil de
distribuicdo de tensao viscosa no interior do fluido.
Plote ambos os perfis no desenho ao lado;

b) a velocidade média e a vazao volumétrica de
escoamento do fluido;

c) a relagao entre a velocidade média e a velocidade
maxima de escoamento do fluido;

d) a for¢ca, em médulo, que a placa deve exercer sobre
o fluido para que a mesma nao seja “arrastada” por
ele.

A velocidade média (V,,,.), quando se tem uma distribuicao
de velocidades (V), é dada por:

%

média = iIVdA
A
sendo “A” a area da secao transversal do escoamento, “V”’
a funcgao de distribuicdo de velocidade e “dA” o elemento
infinitesimal da area da segao transversal
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Estudo de Caso 2: Escoamento no interior de um tubo horizontal com area da secao transversal
circular sob a agao da forgca de pressao (gradiente de pressao)

R Questao: Apoés adotar hipoteses adequadas,
g encontre:

Comprimento: L a) o perfil de distribuicao de velocidades e o
perfil de distribuicdo de tensdo viscosa no

interior do escoamento. Plote ambos os
perfis no desenho ao lado;
Raio: R b) a velocidade média e a vazao volumétrica
— | de escoamento do fluido;
c) a relagao entre a velocidade média e a
velocidade maxima de escoamento do
fluido;
[ [

Pressdo na entrada: P, Pressio na saida: P, d) a forca, em médulo, que o fluido exerce
sobre a parede do tubo.

Sendo: Py, > P,
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Estudo de Caso 2: Escoamento no interior de um tubo horizontal com area da secao transversal
circular sob a agao da forga de pressao (gradiente de pressao)

Fonte: Gengel e Cimbala (2015) Neste Estudo de Caso 2, serdo abordados os seguintes conceitos

Perfil
completamente
desenvolvido

Camada limite
Auséncia de efeitos hidrodinamica
viscosos

v ' Vv /v v / Escoamento hidrodindmicamente desenvolvido: visto que a espessura da
avg avg avg avg . . . .~ A
—— —_— | = camada limite aumenta no sentido do escoamento, a posi¢ao, a partir da
> I ~ . .
) — ! — entrada do tubo, onde ocorre a “fusdo” da camada-limite no eixo central do
_fT < — ;T'—r - tubo é chamado de comprimento de entrada hidrodinamico (x.4,) €, neste caso,
- T = - . . s A . ’ .
< O e o escoamento é dito completamente ou hidrodindmicamente desenvolvido.
Z X Neste caso, a velocidade V nao varia mais com z (direcao do escoamento),
X X apenas com r, logo V(r). O comprimento de entrada depende do regime de
< Regido de entrada —»1< 7 > escoamento (laminar ou turbulento). Abaixo é mostrada algumas correlagdes

1
Iy Completamente desenvolvido para a estimativa do comprimento de entrada (D: didmetro do tubo):
1
1

Regido de entrada | +—} e Escoamento Laminar (Rep < 2300):(%} ~0,05Re,

Completament
e desenvolvido

X
¢ Escoamento Turbulento (Rep > 2300): (%j >10

Ns——<«—<«—<«— <l «—<«—  Comportamento da tensiio viscosa na parede: na entrada do tubo, a tensio viscosa
L v I . na parede tem um valor muito alto e vai decrescendo ao longo do sentido do
d S escoamento do fluido. Logo, os maiores efeitos de atrito do fluido sobre a parede se

’ | Folly develoged encontram proximos a entrada da tubulagdao. Por outro lado, a tensao viscosa

Entrance region I region

/‘ i permanece constante quando o escoamento se torna completamente desenvolvido.
|

] ) i 126
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4 6 Estudos de Caso a serem desenvolvidos durante a aula

Estudo de Caso 2: Escoamento no interior de um tubo horizontal com area da sec¢ao transversal circular sob a agao
da forca de pressao (gradiente de pressao)

Neste Estudo de Caso 2, serdo abordados os seguintes conceitos
centro do tubo <« parede do tubo

1.0 s - O Estudo de Caso 2, desenvolvido aqui, somente é valido para
' PR == \\\\ " escoamento laminar. No grafico do perfil adimensional de velocidades
\Q&B/ / | \ b ao lado (V,/V,, simo Versus r/R), nota-se o perfil “empistonado” (forma de
\§°;>/ \\ pistdao) do escoamento turbulento, o que evidencia a maior tensao

0.8 h/\/‘ / \ 0.8 Viscosa na parede quando comparado com o perfil laminar

N

\
/ ! \ \ Em virtude da complexidade em se prever o perfil de escoamento

turbulento de forma tedrica, normalmente realizam-se experimentos e

0.6 determinam-se perfis turbulentos adimensionais. A distribuicdo de
T velocidades (escoamento médio) e a relagédo entre a velocidade média e
% avelocidade maxima de um escoamento no regime turbulento podem ser
= previstas conforme abaixo (escoamento completamente desenvolvido):

| \
; \.
| \
r \
! \
0.4 H0.4
'/ \ |
|
|
| |
|
| |

-

0.6

Uz, max

Vo 4 O valor de “n” depende da
U — N V. ==V faixa de Re.
Ve =Voisima (1 _j € media g 7 mvima Pode-se adotar n =7
se 1x104< Re < 1x10°

0.2 0.2

0.8

0 O grafico ao lado mostra a

0
10 08 06 04 0.2 02 04 06 08 10 influéncia do valor de “n” no perfil
r/R —> T de velocidade turbulento

04 06
""'Iumux

Laminar
0.2

=1 Fonte: GCengel e Cimbala (2015)
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4 6 Estudos de Caso a serem desenvolvidos durante a aula

Estudo de Caso 3: Escoamento na regiao anular entre dois cilindros concéntricos, cujas
extremidades estao tapadas, sendo que o cilindro interno gira com uma velocidade angular

constante.

Principio de funcionamento de um “Viscosimetro Rotacional de Tubos Concéntricos”.

—

g

Liquido
escoando
na regiao

anular

Cilindro
externo esta
em repouso

Cilindro interno esta girando
com uma velocidade angular
constante: Q

Raio externo do cilindro interno: R,
Raio interno do cilindro externo: R,

Questao: Apos adotar hipoteses

adequadas, encontre:

a) o perfil de distribuicao de velocidades
no interior do escoamento. Plote o perfil
no desenho ao lado;

b) a viscosidade do fluido em funcao das
demais variaveis do problema (incluindo o
torque aplicado no cilindro interno).
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4 6 Estudos de Caso a serem desenvolvidos durante a aula

Estudo de Caso 4: Escoamento no interior de um tubo na vertical com area da se¢ao transversal

circular sob a agao da forga de pressao (gradiente de pressao) e da forga gravitacional

Pressao na
entrada: P,

Sendo: P, > P,

Pressao na
saida: P

Raio: R

Questao: Apos adotar hipéteses adequadas, encontre:

a) o perfil de distribuicao de velocidades e o perfil de
distribuicdo de tensdao viscosa no interior do
escoamento. Plote ambos os perfis no desenho ao
lado;

Qi

b) a velocidade média e a vazao volumétrica de
escoamento do fluido;

c) a relagao entre a velocidade média e a velocidade

C i to: L
omprimento maxima de escoamento do fluido;

d) a forgca, em médulo, que o fluido exerce sobre a
parede do tubo.

Neste Estudo de Caso 4, sera abordado o seguinte conceito:

Pressdo Piezométrica (]°): definida conforme abaixo, sendo a
pressio estatica ( ) menos a presséo hidrodindmica (,022).

P=P-pgz
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4 6 Estudos de Caso a serem desenvolvidos durante a aula

Estudo de Caso 5: Escoamento na regiao anular entre dois tubos concéntricos, de area da secgao
circular, na horizontal sob a agao da forga de pressao (gradiente de pressao)

Liquido

escoando na Comprimento: L g
Liquido g
escoando na
regido anular
-
[ I
Raio externo do cilindro interno: R, Pressao na entrada: P, Pressdo na saida: P,
Raio interno do cilindro externo: R, Sendo: P, > P,

Questao: Apos adotar hipéteses adequadas, encontre:

a) o perfil de distribuicao de velocidades e o perfil de distribuicao de tensao viscosa no interior do
escoamento. Plote ambos os perfis no desenho ao lado;

b) a velocidade média e a vazdao volumétrica de escoamento do fluido;
c) arelagao entre a velocidade média e a velocidade maxima de escoamento do fluido;

d) a forga, em modulo, que o fluido exerce sobre a parede do tubo. 130
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