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2 . Equação da Energia Térmica
2.1 Equação Geral da Conservação da Energia
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Na forma compacta (utilizando o operador nabla), tem-se:

�� ��p
DTc . k T Q
Dt

�U �P�)� �’ �’ �� �r
OBS.: o termo D/Dt é denominado
de derivada substantiva ou
derivada material

A Equação de Fourier pode ser escrita para cada componente do fluxo condutivo de calor (qx, qy e
qz). Considerando-se o material isotrópico (as propriedades não variam com a direção, ou seja, kx =
ky = kz = k), tem-se:

z
Tq k
z

�w
�  � �

�w

x
Tq k
x

�w
�  � �

�w

y
Tq k
y

�w
�  � �

�w

direção x

direção y

direção z

Finalmente, substituindo os termos de fluxo na equação anterior, tem-se, em coordenadas
cartesianas:

p
T T T T T T Tc u v w k k k Q
t x y z x x y y z z

�U �P�)
�§ �· �§ �·�w �w �w �w �w �w �w �w �w �w�§ �· �§ �·�� �� �� � �� �� �� �r�¨ �¸ �¨ �¸�¨ �¸ �¨ �¸�w �w �w �w �w �w �w �w �w �w�© �¹ �© �¹�© �¹ �© �¹
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2.4 Condições de Contorno e Condição Inicial

2 . Equação da Energia Térmica
Professor Dyrney Araújo dos Santos
Universidade Federal de Goiás
Engenharia Química
site: www.dyrney.com

(a) Condição Inicial

Caso o sistema for transiente, a solução depende das condições existentes no meio em
algum instante de tempo inicial

OBS.: Visto que a Equação da Difusão/Condução Térmica é de primeira ordem em
relação ao tempo, apenas uma condição deve ser especificada, podendo ser uma função
do espaço (T(x, y, z)) ou uma constante (T0).

�� �� �� �� �� ��   ou       0 0T x, y,z,t 0 T T x, y,z,t 0 T x, y,z� � � � Exemplo:

(b) Condição de Contorno

Caso exista um gradiente de temperaturas no meio, a solução depende, também, das
condições físicas existentes nas fronteiras deste meio

OBS.: Visto que a Equação da Difusão/Condução Térmica é de segunda ordem em relação
às coordenadas espaciais, duas condições de contorno devem ser fornecidas para cada
coordenada espacial
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1. Temperatura na superfície constante (Condição de Dirichlet)

2. Fluxo térmico na superfície (Condição de Neumann) 
(a) Fluxo térmico constante na superfície

(b) Superfície adiabática ou isolada termicamente

3. Condição de convecção na superfície (Condição de Robin)

�� ��
x 0

Tk h T T 0,t
x �f

� 

�w
�� � ��� ª � º� ¬ � ¼�w

x 0

T 0
x � 

�w
� 

�w

s
x 0

Tk q
x � 

�w
� � �  

�w

�� �� sT 0,t T� 

Tipos de condições de contorno para a Equação da Difusão/Condução Térmica (Ex: em x = 0)

Fonte: Incropera e Dewitt  (2008) 36

Prof. Dyrney Araújo dos Santos

http://www.dyrney.com/


http://www.dyrney.com/


Bibliografia
Professor Dyrney Araújo dos Santos
Universidade Federal de Goiás
Engenharia Química
site: www.dyrney.com

INCROPERA, F.P. e DEWITT, D.P. Fundamentos de transferência de calor e massa,
6ª ed., LTC, 2008.

ÇENGEL, Y.A e GHAJAR, A.J.; Transferência de calor e massa, McGraw Hill, 4ª
edição, 2012.

WELTY, J. R.; RORRER, G. L.; FOSTER, D.G. Fundamentos de Transferência de
Momento, de Calor e de Massa; tradução e revisão técnica Verônica Calado, 6. ed.,
Rio de Janeiro: LTC, 2017.

38

Prof. Dyrney Araújo dos Santos

http://www.dyrney.com/


Condução Unidimensional - Regime 
Estacionário e sem Geração de Energia 

Paredes Planas e Sistemas Radiais

Professor Dyrney Araújo dos Santos
Universidade Federal de Goiás
Curso: Graduação em Engenharia Química
Disciplina: Fenômenos de Transporte 2
site: www.dyrney.com

39

Prof. Dyrney Araújo dos Santos

http://www.dyrney.com/


http://www.dyrney.com/


http://www.dyrney.com/


3.1 Parede plana, sem geração interna de energia térmica, estado
estacionário e unidimensional
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Integrando-a novamente:

1
dT dx C dx
dx

� � ³ � ³ 1 2T C x C�  � �

�� ��
�� ��

s ,1

s ,2

T x 0 T

T x L T

�  �  �­�°
�®

�  �  �°�¯
Sujeito às seguintes condições de contorno:

Substituindo a condição em x = 0, tem-se:

s,1 1 2T C 0 C�  � � 2 s ,1C T� 

Substituindo a condição em x = L, tem-se:

s,2 1 2 1 s,1T C L C C L T� �� � �� s ,2 s ,1
1

T T
C

L
��

� 

Finalmente, substituindo C1 e C2 na solução geral, a distribuição de temperaturas é então:

�� ��s ,2 s ,1 s ,1
xT T T T
L

� �� ��
OBS.: Para a condução unidimensional em regime
estacionário em uma parede plana sem geração de calor e
condutividade térmica constante, a temperatura varia
linearmente com x.

3 . Condução Unidimensional sem Geração 
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Agora que se tem a distribuição de temperaturas, pode-se utilizar a Lei de Fourier para a
determinação da taxa de transferência de calor por condução.

x
dTQ kA
dx

�  � �

Rearranjando:
�� ��s ,1 s ,2

x

T T
Q L

kA

��
� 

OBS.: Nota-se uma analogia entre as difusões de calor e de carga (Lei de Ohm). Da mesma
maneira que uma resistência elétrica está associada à condução de eletricidade, uma
resistência térmica pode ser associada à condução de calor.

diferença de potêncial elétricocorrente elétrica
resistência elétrica

� 

�� ��x s ,1 s ,2
kAQ T T
L

�  � �

3 . Condução Unidimensional sem Geração 
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3.2 Parede Plana Composta
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(b) Paredes em paralelo:
Apesar de se tratar de um problema multidimensional, pode-se aproximá-lo como unidimensional por meio
das seguintes hipóteses: qualquer parede plana normal ao eixo x é isotérmica; e qualquer plano paralelo ao
eixo x é adiabático

T1 T4
T2 T3

T2 T3 T4

Neste caso, tem-se:

�� �� �� ��

2 3 3 41 2
x

E H

F GE H

F G

T T T TT TQ L 1 L
k A 2 k A 2k A k A

L L

� � � ���
� � � 

��

ou, em termos globais, tem-se

�� �� �� ��

1 4
x

E H

F GE H

F G

T TQ L L1
k A 2 k A 2k A k A

L L

��
� 

� � � �
��

Fonte: modificado de Incropera e Dewitt  (2008)

3 . Condução Unidimensional sem Geração 
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Considerando k = cte e integrando uma vez, tem-se:

2d dTr dr 0dr
dr dr

� § � ·� � ¨ � ¸
� © � ¹� ³ � ³

2
1

dTr C
dr

� 

Integrando-a novamente:

1
2

CdT dr dr
dr r

� � ³ � ³ 1
2

CT C
r

� �� ��

sujeito às seguintes condições de contorno:

1
2

CdT
dr r

� 

�� ��
�� ��

1 s ,1

2 s ,2

T r r T

T r r T

�  �  �­�°
�®

�  �  �°�¯

3.6 Casca Esférica sem geração de calor e em estado estacionário

ou

Substituindo as condições de contorno, tem-se o seguinte sistema de equações:

1
s ,1 2

1

1
s ,2 2

2

CT C
r
CT C
r

�­ � �� ���°�°
�®
�° � �� ��
�°�¯

3 . Condução Unidimensional sem Geração 
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Resolvendo-as para as constantes:

s ,1 s ,2
1

2 1

T T
C

1 1
r r

��
� 

� § � ·
��� ¨ � ¸

� © � ¹

s ,1 s ,2
2 s ,1

1

2 1

T T1C T
r 1 1

r r

��
�  � �

� § � ·
��� ¨ � ¸

� © � ¹

e

Substituindo as constantes na solução geral, a distribuição de temperaturas
é então:

OBS.: Temperatura varia hiperbolicamente com a posição radial em geometrias 
esféricas

s ,1 s ,2
s ,1

1

2 1

T T 1 1T T
r r1 1

r r

�� � § � ·
� �� ��� ¨ � ¸� § � ·� © � ¹��� ¨ � ¸

� © � ¹

3.6 Casca Esférica sem geração de calor e em estado estacionário

3 . Condução Unidimensional sem Geração 
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Finalmente, utilizando a Lei de Fourier para a determinação da taxa de calor por
condução, tem-se

�� ��2
r

dTQ k 4 r
dr

�S�  � �

Rearranjando, tem-se:

OBS.: Por analogia ao transporte de cargas elétricas (Lei de Ohm), tem-se a
resistência condutiva em coordenadas esféricas

�� ��2 s ,1 s ,2
r 2

2 1

T T 1Q k 4 r 0
r1 1

r r

�S

� ª � º
� « � »�� � § � ·� « � »� �� �� ��� ¨ � ¸� « � »� § � ·� © � ¹

��� « � »� ¨ � ¸
� « � »� © � ¹� ¬ � ¼

�� ��s ,1 s ,2
r

1 2

T T
Q

1 1 1
4k r r�S

��
� 

� § � ·
��� ¨ � ¸

� © � ¹

term,cond
1 2

1 1 1R
4 k r r�S

� § � ·
�  � �� ¨ � ¸

� © � ¹

3.6 Casca Esférica sem geração de calor e em estado estacionário

3 . Condução Unidimensional sem Geração 
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De acordo com as hipóteses adotadas anteriormente, a forma
apropriada da Equação da Difusão Térmica em coordenadas
cilíndricas será:

1 d dT Qr 0
r dr dr k

� § � ·� � �  � ¨ � ¸
� © � ¹

Separando as variáveis e integrando uma vez:Q

b) Cilindro

d dT Qr dr rdr
dr dr k

� § � ·�  � �� ¨ � ¸
� © � ¹� ³ � ³

2

1
dT Q rr C
dr k 2

� �� ��

Separando as variáveis e integrando novamente:

1CdT Q rdr dr
dr k 2 r

� § � ·
� �� ��� ¨ � ¸

� © � ¹
� ³ � ³ �� ��

2

1 2
Q rT C ln r C
k 4

� �� �� ��
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4.3 Geração em Sistemas Radiais
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i) Cilindro Maciço: no caso de um cilindro maciço, as condições de
contorno são:

r 0

dT 0
dr � 

� 

Q

1C 0� 2
2 s 0

QC T r
4k

�  � �

Consequentemente, a distribuição de temperaturas é:

2 2
0

s 2
0

Qr rT T 1
4k r

� § � ·
� �� ��� ¨ � ¸

� © � ¹

�� ��0 ST r r T�  �  e(condição de simetria)

Resolvendo a equação geral para as constantes de integração, tem-se:

e

b) Cilindro

Professor Dyrney Araújo dos Santos
Universidade Federal de Goiás
Engenharia Química
site: www.dyrney.com4 . Condução Unidimensional com Geração

4.3 Geração em Sistemas Radiais

Aplicando a Lei de Fourier, tem-se a taxa de transferência de calor por condução:

2
rQ Q Lr�S� 
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ii) Cilindro Oco: no caso de um cilindro oco, as condições de
contorno são

�� ��1 s1T r r T�  �  

Q

�� �� �� ��2 2 1
1 s2 s1 1 2

2

rQC T T r r ln
4k r

� § � ·� ª � º
� �� �� �� � ¨ � ¸� « � »

� ¬ � ¼� © � ¹

Consequentemente, a distribuição de temperaturas é:

e

Resolvendo a equação geral para as constantes de integração, tem-se:

�� ��2 s2T r r T�  �  

r1

r2

�� �� �� ��
2

2 22 1
2 s2 s2 s1 1 2

2

Qr rQC T T T r r ln
4k 4k r

� § � ·� ª � º
� �� �� �� �� �� � ¨ � ¸� « � »

� ¬ � ¼� © � ¹

�� �� �� ��
�� ��

2 2 22
22 2 1

s2 s2 s12 2
2 2 2 1

ln r rQr Qr rrT T 1 1 T T
4k r 4k r ln r r

� ª � º�§ �· �§ �·
� �� �� �� �� �� ��� « � »�¨ �¸ �¨ �¸

�© �¹ �© �¹� ¬ � ¼

b) Cilindro

Ts2

Ts1

Professor Dyrney Araújo dos Santos
Universidade Federal de Goiás
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4.3 Geração em Sistemas Radiais

Aplicando a Lei de Fourier, tem-se a taxa de transferência de calor por condução:

�� ��
�� ��

2 2
2 2 1

r s2 s12
2 1 2

Qr r2 LkQ Q Lr 1 T T
ln r r 4k r

�S
�S

� ª � º� § � ·
� �� �� �� ��� « � »� ¨ � ¸

� © � ¹� ¬ � ¼79
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De acordo com as hipóteses adotadas anteriormente, a forma
apropriada da Equação da Difusão Térmica em coordenadas
esféricas será:

2
2

1 d dT Qr 0
r dr dr k

� § � ·� � �  � ¨ � ¸
� © � ¹

Separando as variáveis e integrando uma vez:

c) Esfera

2 2d dT Qr dr r dr
dr dr k

� § � ·�  � �� ¨ � ¸
� © � ¹� ³ � ³

3
2

1
dT Q rr C
dr k 3

� �� ��

Separando as variáveis e integrando novamente:

1
2

CdT Q rdr dr
dr k 3 r

� § � ·
� �� ��� ¨ � ¸

� © � ¹
� ³ � ³

2
1

2
CQ rT C

k 6 r
� �� �� ��

Q r0

Ts

Professor Dyrney Araújo dos Santos
Universidade Federal de Goiás
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4.3 Geração em Sistemas Radiais
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i) Esfera Maciça: no caso de uma esfera maciça, as condições de
contorno são

r 0

dT 0
dr � 

� 

1C 0� 2
2 s 0

QC T r
6k

�  � �

Consequentemente, a distribuição de temperaturas é:

2 2
0

s 2
0

Qr rT T 1
6k r

� § � ·
� �� ��� ¨ � ¸

� © � ¹

�� ��0 ST r r T�  �  e(condição de simetria)

Resolvendo a equação geral para as constantes de integração, tem-se:

e

c) Esfera

Q r0

Ts

Professor Dyrney Araújo dos Santos
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4.3 Geração em Sistemas Radiais

Aplicando a Lei de Fourier, tem-se a taxa de transferência de calor por condução:

3

r
Q4 rQ

3
�S

� 
81
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�� ��1 s1T r r T�  �  

�� �� �� ��
1

2 2
1 s2 s1 1 2

1 2

Q 1 1C T T r r
6k r r

��
� § � ·� ª � º

� �� �� �� ��� ¨ � ¸� « � »
� ¬ � ¼� © � ¹

Consequentemente, a distribuição de temperaturas é:

e

Resolvendo a equação geral para as constantes de integração, tem-se:

�� ��2 s2T r r T�  �  

�� �� �� ��
12

2 22
2 s2 s2 s1 1 2

2 1 2

Qr 1 Q 1 1C T T T r r
6k r 6k r r

��
� § � ·� ª � º

� �� �� �� �� �� ��� ¨ � ¸� « � »
� ¬ � ¼� © � ¹

�� �� �� �� �� ��
�� �� �� ��

2 2 22
22 2 1

s2 s2 s12 2
2 2 1 2

1 r 1 rQr Qr rrT T 1 1 T T
6k r 6k r 1 r 1 r

� ª � º���§ �· �§ �·
� �� �� �� �� �� ��� « � »�¨ �¸ �¨ �¸ ���© �¹ �© �¹� ¬ � ¼

ii) Esfera Oca: no caso de uma esfera oca, as condições de
contorno são

c) Esfera

Ts2

Q
r1

r2

Ts1

Professor Dyrney Araújo dos Santos
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4.3 Geração em Sistemas Radiais

Aplicando a Lei de Fourier, tem-se a taxa de transferência de calor por condução:

�� �� �� ��
�� �� �� ��

2 2 23
2 1 2 s2 s1

r
1 2

4 k Qr 6k 1 r r T TQ4 rQ
3 1 r 1 r

�S�S � ª � º�� �� ��� ¬ � ¼�  � �
�� 82
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5.1 Introdução

Como podemos aumentar a taxa de Transferência de Calor 
entre um sólido e um fluido adjacente?
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Solução Viável: A taxa de 
transferência de calor pode ser 

elevada pelo aumento da área da 
superfície através da qual ocorre a 
convecção pelo emprego de aletas 
que se estendem da parede para o 

interior do fluido adjacente

Fonte: Incropera e Dewitt  (2008)
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5.1 Introdução

(a) Aleta Plana 
com seção 
transversal 
uniforme

(b) Aleta Plana 
com seção 

transversal não 
uniforme

(c) Aleta Anular
(d) Aleta 

Piniforme

Diferentes Configurações de Aletas
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Fonte: Incropera e Dewitt  (2008)
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Qx

Qx+dx

dQconv

Dedução da Equação do Calor para Aletas

Balanço de energia no volume infinitesimal

x x dx convQ Q dQ���  � �

Pela Lei de Fourier, tem-se:

x c
dTQ kA
dx

�  � �

A taxa de condução de calor em x+dx é dada por:

x
x dx x

dQQ Q dx
dx�� �  � �

Substituindo a Lei de Fourier, tem-se:

x dx c c
dT d dTQ kA k A dx
dx dx dx��

� § � ·� �� �� � ¨ � ¸
� © � ¹
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Sendo:
Ac = área da seção reta;
As = área superficial;
Qx = taxa de calor condutiva;
dQconv = taxa de calor convectiva

Fonte: Incropera e Dewitt  (2008)
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Dedução da Equação do Calor para Aletas

A taxa de transferência por convecção pode ser 
expressa como:

Substituindo as taxas no balanço de energia e 
rearranjando:

�� ��conv SdQ hdA T T�f�  � �

�� ��c S
d dTk A dx hdA T T 0
dx dx �f

� § � ·�� �� �� � � ¨ � ¸
� © � ¹

�� ��c S
d dT hA dx dA T T 0
dx dx k �f

� § � ·�� �� � � ¨ � ¸
� © � ¹

Qx

Qx+dx

dQconv

�� ���f
� § � ·�� � �� �� �� ��� ¨ � ¸
� © � ¹

c c c S
dT dT d dTkA kA k A dx hdA T T
dx dx dx dx
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Sendo:
Ac = área da seção reta;
As = área superficial;
Qx = taxa de calor condutiva;
dQconv = taxa de calor convectiva

Fonte: Incropera e Dewitt  (2008)
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Dedução da Equação do Calor para Aletas

�� ��
2

c
c S2

dAd T dT hA dx dx dA T T 0
dx dx dx k �f�� �� �� � 

�� ��
2

c S
2

c c

dA dAd T 1 dT 1 h T T 0
dx A dx dx A k dx �f

�§ �· �§ �·
�� �� �� � �¨ �¸ �¨ �¸

�© �¹ �© �¹

Visto que Ac = Ac (x), pode-se aplicar a regra da 
cadeia,Qx

Qx+dx

dQconv

Dividindo tudo pelo elemento infinitesimal dx, tem-se, 
finalmente a Forma Geral da Equação do Calor para Aletas:
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Sendo:
Ac = área da seção reta;
As = área superficial;
Qx = taxa de calor condutiva;
dQconv = taxa de calor convectiva

Fonte: Incropera e Dewitt  (2008)
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5.3 Aletas com Área de Seção Transversal Uniforme

A Equação Geral de Calor para Aletas é escrita da seguinte forma:

�� ��
2

c S
2

c c

dA dAd T 1 dT 1 h T T 0
dx A dx dx A k dx �f

�§ �· �§ �·
�� �� �� � �¨ �¸ �¨ �¸

�© �¹ �© �¹

No caso de aletas com área da seção transversal constante, tem-se:

cdA 0
dx

� SdA P
dx

� 

�� ��
2

2
c c

d T 1 dT 1 h.0 P T T 0
dx A dx A k �f

�§ �· �§ �·
�� �� �� � �¨ �¸ �¨ �¸

�© �¹ �© �¹

�� ��
2

2
c

d T hP T T 0
dx kA �f�� �� � 

e

Substituindo na equação anterior, tem-se:

Logo,
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5.3 Aletas com Área de Seção Transversal Uniforme

Substituindo as condições de contorno na equação geral, tem-se:

b 1 2C C�T �  � �

�� �� �� ��mL mL mL mL
1 2 2 1h C e C e km C e C e� � � ��� � ��

Após explicitar C1 e C2, pode-se mostrar, após alguma manipulação
algébrica, que

�� �� �� �� �� ��
�� �� �� �� �� ��b

cosh m L x h / mk senh m L x
cosh mL h / mk senh mL

�T
�T

�� �� ���ª �º �ª �º�¬ �¼ �¬ �¼� 
��
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5.3 Aletas com Área de Seção Transversal Uniforme

PARA RECORDAR

�� ��
x xe esenh x

2

����
� �� ��

x xe ecosh x
2

����
� 

�� �� �� ��
�� ��

x x

x x

senh xe etanh x
e e cosh x

��

��

��
�  �  

��

Se �� �� �� �� �� �� �� ��f x senh x f x cosh x�c� �o � 

Se �� �� �� �� �� �� �� ��f x cosh x f x senh x�c� �o � 

Relações trigonométricas:

Derivadas de funções trigonométricas:

Se �� �� �� �� �� ��
�� ��2

1f x tgh x f x
cosh x

�c� �o � 
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5.3 Aletas com Área de Seção Transversal Uniforme

�� �� b bx 0 T T� T � T�f� � �� � 

CASO C: Temperatura na extremidade da aleta é especificada (x=L)

Condição de contorno

Substituindo as condições de contorno na equação geral, tem-se:

b 1 2C C�T �  � � mL mL
L 1 2C e C e�T ���  � �

�� �� L Lx L T T� T � T�f� � �� � 

Após explicitar C1 e C2, pode-se mostrar, após alguma manipulação algébrica,
que

�� �� �� �� �� ��
�� ��

L b

b

senh mx senh m L x
senh mL

� T � T�T
�T

� � � �� ª � º� ¬ � ¼� 

e
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5.5 Aletas com Área de Seção Transversal Não Uniforme

Substituindo as áreas correspondentes e derivando-as, tem-se:

Logo,

�� ��
2

2

d T 1 dT 1 h2 t 4 r T T 0
dr 2 rt dr 2 rt k

� S � S
� S � S�f

�§ �· �§ �·�� �� �� � �¨ �¸ �¨ �¸
�© �¹ �© �¹

�� ��
2

2

d T 1 dT 2h T T 0
dr r dr kt �f�� �� �� � 

Realizando a substituição de variáveis na equação anterior

2 2hm
kt

� T T�T �f�  � � e

Tem-se,
2

2
2

d 1 d m 0
dr r dr

� T � T
�T�� �� � 

Equação de Bessel
Modificada de Ordem
Zero

(considerando a espessura t muito menor do 
que o comprimento de arco da aleta anular)

Professor Dyrney Araújo dos Santos
Universidade Federal de Goiás
Engenharia Química
site: www.dyrney.com5 . Superfícies Aletadas

108

Prof. Dyrney Araújo dos Santos

http://www.dyrney.com/


http://www.dyrney.com/


5.5 Aletas com Área de Seção Transversal Não Uniforme

A taxa de calor perdida pela aleta é representada por

�> �@
1 1

a c 1
r r r r

dT dQ kA k 2 r t
dr dr

�T
�S

�  �  

� �� � ��

Logo,
�� �� �� �� �� �� �� ��
�� �� �� �� �� �� �� ��

1 1 1 2 1 1 1 2
a 1 b

0 1 1 2 0 1 1 2

K mr I mr I mr K mr
Q 2 kr t m

K mr I mr I mr K mr
� S � T

��
� 

��

As funções de Bessel são dadas em forma de série, como abaixo, ou podem ser
encontradas tabeladas (Apêndice B do livro do Incropera):

�� �� �� ��
�� ��

n 2k

n
k 0

x 2
I x

k ! n k 1�*

���f

� 

� 
� � � ��¦ �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ��

�� �� �� ��
�� ��

�� �� �� ��

n 1
n 1 k 2k n

n n
k 0

n n 2k

k 0

1K x 1 ln x 2 I x 1 n k 1 ! x 2
2

1 x 2
k n k

2 k ! n k !

�J

� I � I

��
� � � �

� 

���f

� 

� �� �� �� �� �� ��� ª � º� ¬ � ¼

��
�� �� ��� ª � º� ¬ � ¼��

�¦

�¦

e

�� �� 1 1 1k 1 ...
2 3 k

�I � �� �� �� ��
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5.6 Desempenho de Aletas

b) Eficiência de uma Aleta

A título de exemplo: Assim, com convecção na extremidade, a taxa de transferência
de calor na aleta pode ser aproximada por

�� ��c
a

c

tgh mL
mL

�K � �� ��a c b cQ hPkA tgh mL�T� 

Se w >> t, o perímetro pode ser aproximado por P = 2w e

1 2 1 2

c c c
c

hP 2hmL L L
kA kt

� § � ·� § � ·�  �  � ¨ � ¸� ¨ � ¸
� © � ¹� © � ¹

Multiplicando numerador e denominador por Lc1/2 e introduzindo Ap=Lct (área corrigida)

1 2

3 2
c c

p

2hmL L
kA

� § � ·
� � ¨ � ¸� ¨ � ¸

� © � ¹

Logo, a eficiência de uma aleta retangular
com convecção na extremidade pode ser
plotada ou expressa em função desta
variável
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5.6 Desempenho de Aletas

Eficiência de aletas planas (perfis retangular, triangular e parabólico)
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Fonte: Incropera e Dewitt  (2008)
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5.6 Desempenho de Aletas

Eficiência de aletas anulares de perfil retangular
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Fonte: Incropera e Dewitt  (2008)
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5.6 Desempenho de Aletas

Eficiências de Perfis de Aletas comuns

�� ��c
a

c

tgh mL
mL

�K � 

�� ��
�� ��

1
a

0

I 2mL1
mL I 2mL

�K � 

�� ��
a 1 22

2

4 mL 1 1
�K � 

� ª � º� � � �� ¬ � ¼

i) Aleta Plana Retangular

�� ��
a c

c

p

A 2wL
L L t / 2
A tL

� 

�  � �

� 

�� ��

�� ��

1 222
a

p

A 2w L t / 2

A t / 2 L

� ª � º�  � �� ¬ � ¼
� 

�� �� �� ��

�� ��
�� ��

2
a 1 1

1 22
1

p

A w C L L t ln t L C

C 1 t / L

A t 3 L

� ª � º� �� ��� ¬ � ¼

� ª � º�  � �� ¬ � ¼
� 

ii) Aleta Plana Triangular

iii) Aleta Plana Parabólica
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Fonte: Incropera e Dewitt  (2008)
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5.6 Desempenho de Aletas

�� ��c
a

c

tgh mL
mL

�K � 

vi) Aleta Circular Retangular

�� ��
�� ��

�� ��

2 2
a 2c 1

2c 2

2 2
2 1

A 2 r r

r r t / 2

V r r t

�S

�S

�  � �

�  � �

�  � �

�� ��
�� ��

a c

c

2

A DL
L L D 4

V D / 4 L

�S

�S

� 

�  � �

� 

vi) Aleta em forma de Pino Triangular

�� �� �� �� �� �� �� ��
�� �� �� �� �� �� �� ��

1 2c 1 1 1 2c 1 1
a 2

0 1 1 2c 0 1 1 2c

I mr K mr K mr I mr
C

I mr K mr K mr I mr
�K

��
� 

��

�� ��
�� ��

1
2 2 2

2c 1

2r m
C

r r
� 

��

v) Aleta em forma de Pino Retangular

�� ��

�� ��

1 222
a

2

DA L D 2
2

V / 12 D L

�S

�S

� ª � º�  � �� ¬ � ¼

� 

�� ��
�� ��

2
a

1

I 2mL2
mL I 2mL

�K � 

Eficiências de Perfis de Aletas comuns
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Fonte: Incropera e Dewitt  (2008)
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Exercício Proposto 10: O cilindro do pistão do motor de uma motocicleta é construído
em liga de alumínio [k = 186 W/(m.K)], tendo uma altura H = 0,15 m e um diâmetro
externo D = 50 mm. Sob condições típicas de operação, a superfície externa do
cilindro está a uma temperatura de 500K e encontra-se exposta ao ar ambiente a 300 K,
com um coeficiente convectivo de 50 W/(m2.K). Aletas anulares são fundidas
integralmente com o cilindro para aumentar a transferência de calor para a vizinhança.
Considere cinco destas aletas, com espessura t = 6 mm, comprimento L = 20 mm e
igualmente espaçadas. Qual é o aumento da taxa de transferência de calor devido ao
uso das aletas?

seção transversal do
cilindro do motor (k =
186 W/(m.K)

Ar
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Fonte: Incropera e Dewitt  (2008)
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Gráfico para auxiliar no Exercício Proposto 10:

Ar
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Fonte: Incropera e Dewitt  (2008)
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Condução Bidimensional em 
Regime Estacionário
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6.1 Solução Analítica

A Equação da Difusão Térmica em coordenadas cartesianas é escrita como:

6 . Condução Bidimensional

p
T T T Tc k k k Q
t x x y y z z

� § � ·�w �w �w �w �w �w �w�§ �· �§ �·�U � �� �� ��� ¨ � ¸�¨ �¸ �¨ �¸�w �w �w �w �w �w �w�© �¹ �© �¹� © � ¹

Considere o caso simplificado abaixo de condução bidimensional, regime estacionário,
condutividade térmica constante e sem geração interna de calor, em uma placa contendo as
seguintes condições de contorno:

Após as devidas simplificações, a equação da energia, para este 
caso, torna-se
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(Eq.1)

Sendo as condições de contorno representadas por:

OBS.: A equação anterior é conhecida como Equação de Laplace e é diferencial parcial
necessitando de 4 condições de contorno para ser resolvida (2 na direção x e 2 na direção y). 128
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6.1 Solução Analítica

6 . Condução Bidimensional

Abrindo a expressão do somatório do lado direito, tem-se:

Zerando os termos de integrais contendo funções diferentes,

Logo,
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6.1 Solução Analítica

6 . Condução Bidimensional

Explicitando An, na equação anterior resulta em:

OBS.: Retornando ao problema bidimensional e comparando as Eq. 9 e Eq. 10

e da comparação 
têm-se: 
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(Eq. 11)

Substituindo f(x) e g(x) na Equação de An (Eq. 11), determinada anteriormente, tem-se:
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6.1 Solução Analítica

6 . Condução Bidimensional
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Desta forma, após encontrar An pode-se voltar à (Eq.10) para escrevê-la de uma forma análoga à
equação envolvendo a condição inicial do problema (Eq.9) :

(Eq.12)

Comparando a Eq. 12 com a equação envolvendo a condição inicial do problema (Eq.9):

(Eq.12)

(Eq.9)

Finalmente, após encontrar todas as constantes de integração, tem-se a solução para o problema
bidimensional de difusão

OBS.: Dependendo das condições de
contorno, a solução analítica torna-se
complexa ou inexistente. Nestes casos
utilizam-se métodos numéricos.

138

Prof. Dyrney Araújo dos Santos

http://www.dyrney.com/


http://www.dyrney.com/


6.2 O Fator de Forma para predição da Taxa de Calor

6 . Condução Bidimensional
Professor Dyrney Araújo dos Santos
Universidade Federal de Goiás
Engenharia Química
site: www.dyrney.com

140

Prof. Dyrney Araújo dos Santos

http://www.dyrney.com/


6.2 O Fator de Forma para predição da Taxa de Calor

6 . Condução Bidimensional
Professor Dyrney Araújo dos Santos
Universidade Federal de Goiás
Engenharia Química
site: www.dyrney.com

141

Prof. Dyrney Araújo dos Santos

http://www.dyrney.com/


6.2 O Fator de Forma para predição da Taxa de Calor

6 . Condução Bidimensional
Professor Dyrney Araújo dos Santos
Universidade Federal de Goiás
Engenharia Química
site: www.dyrney.com

142

Prof. Dyrney Araújo dos Santos

http://www.dyrney.com/


6.2 O Fator de Forma para predição da Taxa de Calor

6 . Condução Bidimensional
Professor Dyrney Araújo dos Santos
Universidade Federal de Goiás
Engenharia Química
site: www.dyrney.com

143

Prof. Dyrney Araújo dos Santos

http://www.dyrney.com/


http://www.dyrney.com/


Bibliografia
Professor Dyrney Araújo dos Santos
Universidade Federal de Goiás
Engenharia Química
site: www.dyrney.com

INCROPERA, F.P. e DEWITT, D.P. Fundamentos de transferência de calor e massa,
6ª ed., LTC, 2008.

ÇENGEL, Y.A e GHAJAR, A.J.; Transferência de calor e massa, McGraw Hill, 4ª
edição, 2012.

WELTY, J. R.; RORRER, G. L.; FOSTER, D.G. Fundamentos de Transferência de
Momento, de Calor e de Massa; tradução e revisão técnica Verônica Calado, 6. ed.,
Rio de Janeiro: LTC, 2017.

145

Prof. Dyrney Araújo dos Santos

http://www.dyrney.com/


Condução Transiente de Calor

Professor Dyrney Araújo dos Santos
Universidade Federal de Goiás
Curso: Graduação em Engenharia Química
Disciplina: Fenômenos de Transporte 2
site: www.dyrney.com

146

Prof. Dyrney Araújo dos Santos

http://www.dyrney.com/


7.1 Solução Analítica

7 . Condução Transiente

A Equação da Difusão Térmica em coordenadas cilíndricas é escrita como:

Considere o caso simplificado abaixo de condução transiente num cilindro isolado cujas faces são
mantidas a temperaturas constantes (T=0) ( condução unidimensional). No instante de tempo t=0, a
distribuição de temperaturas era T(z,0) = f(z). Neste caso a temperatura varia axialmente, T(z,t).

Após as devidas simplificações, a  equação da 
energia, para este caso, torna-se:

2

2
p

T k T
t c z�U

� w � w
� 

� w � w

p 2

T 1 T 1 T Tc kr k k Q
t r r r r z z

�U
� T � T

�w �w �w �w �w �w �w�§ �· �§ �· �§ �·� �� �� ���¨ �¸ �¨ �¸ �¨ �¸�w �w �w �w �w �w �w�© �¹ �© �¹ �© �¹

T = T(z, t)

z

isolado

Sendo as condições de contorno e inicial 
dadas por:

�� �� �� ��
�� ��
�� ��

 condinção inicial

 condinção de contorno

 condinção de contorno

�  �  

�  �  

�  �  

T z,t 0 f z ,

T z 0,t 0,

T z L,t 0,
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7 . Condução Transiente

Somente para nível de exemplificação, a solução, através do método de separação de variáveis do 
problema proposto, é dada por:

�� ��
2 2

2
nk t

L
n

n 1

nT z,t A e sen z
L

�S
�S

� § � ·
�f �� � ¨ � ¸� ¨ � ¸

� © � ¹

� 

� ­ � ½� ª � º� ° � °� § � ·� � ® � ¾� ¨ � ¸� « � »� © � ¹� ¬ � ¼� ° � °� ¯ � ¿
�¦

sendo:

�� ��
L

n
0

2 nA f z sen z dz
L L

�S� § � ·� � ¨ � ¸
� © � ¹�³
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OBS.: Este problema pode ser resolvido, de forma semelhante ao problema de condução
bidimensional, através da aplicação do Método da Separação de Variáveis, cujo procedimento já foi
demostrado anteriormente.

7.1 Solução Analítica

OBS.: A seguir serão introduzidos alguns métodos alternativos à solução do problema de
condução transiente de calor, os quais são normalmente aplicados em problemas de engenharia.
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7 . Condução Transiente

Número de Biot: O número de Biot (Bi) é definido como sendo a razão entre as
resistências condutiva e convectiva

t ,cond

t ,conv

R L kA hL Bi
R 1 hA k

� � � Critério para utilização do 
método da capacitância

Bi 0,1��
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7 . Condução Transiente

OBS.: A Equação do Calor não se aplica neste caso visto que os gradientes de temperatura
são desprezados. Alternativamente, a resposta transiente da temperatura é determinada pela
formulação de um Balanço de Energia Global no sólido.

Considerando o sólido como o volume de controle, esse balanço deve relacionar a taxa de
perda de calor por convecção com a taxa de acumulo, logo:

sai acE E� � �  

ou,

�� ��s p
dThA T T Vc
dt

�U�f�� �� � 

Separando as variáveis e integrando a partir da condição inicial (t = 0) onde T(0) = Ti, obtemos

�� ��i

T tp

T 0
s

Vc dT dt
hA T T

�U

�f

�  � �
��� ³ � ³
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7 . Condução Transiente

Definindo um comprimento característico (Lc) como sendo a razão entre o volume do sólido e
a sua área superficial, Lc=V/As ,o termo que está dentro da exponencial pode ser representado
como:

s

p

hA t
Vc�U

sendo
p

k
c

�D
�U

� Difusividade 
térmica

ou, de outra forma

c
2
c

hL t Bi.Fo
k L

�D
� sendo 2

c

tFo
L
�D

� Número de 
Fourier

Substituindo na equação do balanço de energia, tem-se:

�� ��
�� ��

�� ��
i

T T
exp Bi.Fo

T T
�f

�f

��
�  � �

��
sendo Lc =

0r 2 para cilindro

0r 3 para esfera

L 2 para parede plana
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PLACAS INFINITAS: largura e altura muito maiores do que a
espessura (L)

a) Transferência de calor pelas duas faces (inferior e superior)

Neste caso, tem-se: e

b) Transferência de calor por uma das faces (inferior ou superior)

Neste caso, tem-se:

�D
� 2

4 tX
L1

Lx
2

� 

e
�D

� 2

tX
L1x L� 

c) Transferência de calor bi ou tridimensional

Ex.: bidimensional a bY Y Y� 

Sendo:
a 1

aY Y x
2

� § � ·�  �  � ¨ � ¸
� © � ¹

b 1
bY Y x
2

� § � ·�  �  � ¨ � ¸
� © � ¹

x1=L/2

L
T = T0 

Fonte: Welty et al. (2017)
Fonte: Çengel e Ghajar (2012) 159
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