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2 . Equacao da Energia Térmica

Objetivos

e Determinar o campo de temperaturas em um meio resultante das condicOes
impostas em suas fronteiras (condigcdes de contorno).

e A partir da distribuicdo de temperaturas, determinar o fluxo de calor por
conducao em qualquer ponto do meio ou na sua superficie através da lei_de

Fourier

Algumas aplicagoes praticas

e Averiguar a integridade estrutural de um solido através da determinacdo de
tensdes, expansdes e deflexdes térmicas;

e QOtimizar a espessura de um material isolante em tubulacdes, etc.;

e Projeto de aletas para aumentar a transferéncia de calor por conveccao para
um fluido adjacente, projeto de trocadores de calor, etc.
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2 . Equacéo da Energia Térmica

2.1 Equagdo Geral da Conservagdo da Energia

A variacao da energia total no interior de um Volume de Controle (“VC”) infinitesimal é igual
a quantidade de energia que entra no “VC” através da sua Superficie de Controle (“SC”) em
todas as suas formas (calor, trabalho e “massa”), menos a quantidade de energia que sai do
“VC” através da sua Superficie de Controle (“SC”) em todas as suas formas (calor, trabalho
e “massa”) mais ou menos a quantidade de energia gerada ou consumida no interior do
“VC”. Em termos de taxa (energia por unidade de tempo), tem-se:

A taxa liguida
. A taxa de escoamento A taxa de
A taxa de de transferéncia . _ .
o _ liquida da energia energia gerada
variacao no de energia para A .
, = o +| paraforada"SC"™ |[£| ouconsumida
tempo do conteudo um ""VC" por _ _
_ L o por escoamento no interior
de energia no ""VC transferéncia e
de massa do "VC
de Calor e Trabalho
ou
Eacumulada o ( Eentra sai )por calor + ( entra sai )por trabalho + ( entra sai )por massa T gerada

Sendo E = energia total por unidade de tempo (taxa)
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2 . Equacéao da Energia Térmica
2.1 Equagdo Geral da Conservagdo da Energia

O Acumulo: O termo de acumulo de energia no “VC” pode ser descrito em termos da
energia total do escoamento (e) por unidade de massa (€.ccoamenio — €Ntalpia/massa +
energia_cinética/massa + energia_potencial/massa).

Em coordenadas cartesianas, cujo volume do elemento infinitesimal € dxdydz, tem-se:

e A .
E.itaga = £ 0 eS‘gime”“’ AXOY(d7 ey E_ = p%(h +%V2 + gzjdxdydz

Sendo: ﬁ entalpia especifica (por unidade de massa)
1/2\72 energia cinética especifica (por unidade de massa)

JZ energiapotencial especifica (por unidade de massa)

Desprezando as energias cinética e potencial frente a entalpia e considerando p e c,
constantes, tem-se que €...oamento = N = CpT . Logo:

E = pC, %r dxdydz

acumulada
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2 . Equacao da Energia Térmica

2.1 Equagdo Geral da Conservagdo da Energia

O Por Calor e Massa: As transferéncias de energia por calor (conducao) e por fluxo de massa (adveccao)

(E e (E

entra  —sai ) por calor entra  —sai )por massa

podem ser representadas por meio de um elemento infinitesimal (diferencial) em coordenadas cartesianas
(dx, dy, dz), como abaixo, sendo q,, q, € g, as componentes do fluxo condutivo de calor e u, v e w as
componentes do vetor velocidade do fluido, nas direcdes X, y e z, respectivamente:

aq,
q,dxdz +| —=dy |dxdz
oy

Sendo os vetores: 4 oove. T

G=0q. + qy]+ q,k yA pve, Tdxdz +( £ dyj dxdz

V =ui +Vvj +wk

pwe, Tdxdy
~0,0xdy opuc, T
7/ puc,Tdydz + P dx |dydz
puc, Tdydz e S OX
———f=>
dydz
O,ay / S q,dydz + aaqu dxjdydz
opwc T
pwcpdedy+( P dz)dxdy — X
0z / A

1
aq z | pve, Tdxdz
dxd —2dz |dxd P
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2 . Equacao da Energia Térmica

2.1 Equagdo Geral da Conservagdo da Energia

O Por Calor e Massa: Transferéncias de energia por calor (conducéao) e por fluxo de massa (advecc¢ao)

Por Calor: substituindo os respectivos termos de entrada e saida, a transferéncia de energia por
calor (conducao) torna-se:

(Eentra —E; )por lor = qxdydz + qydxdz + qzdxdy [qxctydz + aaqx dxddej

/ 7

(qydxd'z+ > dydxdzj—(q dxdly + aqz dzdxdyj

ApoOs as simplificacdes, tem-se:

(E

0
__ %% dxdydz — i) dydxdz — q, dzdxdy
oy 0z

entra sai )por calor ax

Por fluxo de massa: substituindo os respectivos termos de entrada e saida e considerando p e
C, constantes, a transferéncia de energia por massa (advecg¢ao) torna-se:

(E

entra ' —sai )por massa

= eqc;,’l‘ dydz + p/\//gpffdzxdz + eyyc/p"l‘ dxdy — ( puc F,Tdﬁdz +pC, ag—)-(r dxdydzj

_ ( pVC 5Td§<dz +pC, % dydxdzj - ( pWC ,F,Tdi(’jy +pC, % dzdxdyj
/, /, 23
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2 . Equacao da Energia Térmica

2.1 Equagdo Geral da Conservagdo da Energia

O Por Calor e Massa: Transferéncias de energia por calor (conducéao) e por fluxo de massa (advecc¢ao)

Apés as simplificagcbes, tem-se:

ouT ovT owWT
(Eenra = Esai ) por massa = —PCo dedydz - pC, m dydxdz — pc, Fdzdxdy
Aplicando aregra da cadeia e agrupando os termos em comum, tem-se:
(Eqnra — Esai) =—pC, PRI L dxdydz — pc T M NV, W dydxdz
por massa X oy oz ox ay oz

OBS.: Considerando o0 escoamento incompressivel, a equacdo da continuidade
(conservacao de massa) € dada conforme abaixo:

8u8v0w
axayaz

Logo, apds a substituicdo da equacédo da continuidade, tem-se:

(Eqra — Eai) =—pC u5T +V8T+WaT dxdydz
entra sai Jpor massa P OX ay oz
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2 . Equacao da Energia Térmica

2.1 Equagdo Geral da Conservagdo da Energia

O Por Trabalho: este termo envolve o trabalho de eixo, o trabalho realizado pelas forcas de corpo (gravitacional,
elétrico e magnético) e o trabalho realizado pelas forcas de superficie (forca de pressao e forgcas viscosas)

OBS.: O trabalho de eixo sera desconsiderado, visto que a analise feita aqui é diferencial.

OBS.: O trabalho devido as forcas de corpo € calculado multiplicando-se essa forca pela velocidade em sua
direcdo e pelo volume do elemento fluido. O mesmo sera aqui desconsiderado, sendo importante apenas para

efeitos significativos gravitacionais, elétricos ou magnéticos.

OBS.: O trabalho devido a presséo (trabalho do escoamento) ja foi contabilizado anteriormente, utilizando a
entalpia em vez da energia interna.

Logo, o trabalho liquido devido as forcas viscosas ou tensdes viscosas, o qual é calculado multiplicando-se a
componente da tensdo pelo seu correspondente componente de velocidade e pela area da face do elemento,
considerando a viscosidade dinamica (u) constante e o fluido sendo newtoniano, € dado conforme abaixo
(detalhes sobre a deducao podem ser encontradas em Welty et al., 2017):

(Eentra - Esai )por trabatho 4 @dXdde

Sendo ® a funcéo de dissipacéo viscosa, dada abaixo:

(auj ov) [awjz au av o, ow) (aw auj
D=2 +— | +H =] |+ + +
OX oy 0z ay 8x 62 oy ox 0z

OBS.: Observe que ® é sempre positivo e tem o efeito de aumentar a temperatura do fluido em virtude da
dissipacdo da energia cinética em térmica. Este termo é importante apenas para escoamento de fluidos a altas

velocidades. 25
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2 . Equacao da Energia Térmica

2.1 Equagdo Geral da Conservagdo da Energia

O Energia gerada ou consumida: No interior do volume de controle “VC” pode haver, também, um
termo de fonte de energia associado a taxa de geracdo ou consumo de energia térmica (reacao

guimica, dissipacao de energia elétrica ou nuclear, etc.).

Este termo é representado por:

A sendoQ a taxa na qual a energia € gerada ou
Egefada B QdXdde consumida por unidade de volume do meio (W/m?3).

Finalmente, retornando a Equacdo do Balanco de Energia no “VC”:

E

acumulada (Eentra — Esai )por calor +( entra  —sai )por trabalho +( entra  —sai )por massa T gerada

Substituindo os termos, agrupando aqueles em comum e dividindo tudo pelo volume
infinitesimal dxdydz, tem-se:

0 .
PC, a—T+ua—T+va—T+wa—T L qy—6q2+chiQ
OX oy 0z oXx oy oz

\ ] \ Y \ T J l_'_l l_'_l
Termo Termo Advectivo Termo condutivo di;rs?[r)rgt(i)vo T;]eergga%e
(transporte de energia (transporte de energia VISCOSO ¥

transiente - : . .
(temporal) devido ao movimento do devido ao gradiente de consumo
fluido) temperatura) 26
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2 . Equacéao da Energia Térmica

2.1 Equagdo Geral da Conservagdo da Energia
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site:

A Equacao de Fourier pode ser escrita para cada componente do fluxo condutivo de calor (q,, q, e

g,)- Considerando-se o material isotropico (as propriedades ndo variam com a diregdo, ou seja, k, =

ky =k, = k), tem-se:

direcao x

direcaoy

direcao z

el

) qxz—k—
OX

) ( _—kﬁ
’ oy

—_— =k
§ oz

Finalmente, substituindo os termos de fluxo na equac&do anterior, tem-se, em coordenadas

cartesianas:

oT

ol
PC, = U

OX

oT oT 8( aTj 0
+V—+W— |=—| k— |+
oy 0z ox\_ ox ) oy

jﬂu@iQ

Na forma compacta (utilizando o operador nabla), tem-se:

c DT
pth

=V.(KVT )+ u®£Q

OBS.: o termo D/Dt € denominado
derivada
derivada material

substantiva ou

27
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2 . Equacéao da Energia Térmica

2.2 Casos Especiais: Simplificagoes da Equagdo da Energia

OBS.: No caso da transferéncia de calor em um solido ou um fluido em repouso, todos 0s termos
gue envolvem a velocidade sdo desprezados, incluindo o termo de dissipacao viscosa e 0 termo
advectivo dentro da derivada substantiva. Logo, neste caso, tem-se em coordenadas cartesianas:

oT &

oT

C —
Pop ot ~ ox

C

j
_|_
OX

0 (kaTj+ o (k
oyl oy oz

0z

Js
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site:

oT

ou pCpE:

V.(kVT)£Q

OBS.: A equacdo acima é conhecida como “Equacédo_da Difusdo/Conducdo Térmica” e sera utilizada aqui
em problemas de difusdo/conducéo pura de calor. Seguem abaixo outras simplificacdes desta equacao.

(a) Condutividade térmica constante (k = cte)

101

_OT o°T 82T

a@t

_|_
- ox? ay2 oz’

Q
k

ou

1T

— - =VT+
a ot

Q
K

Sendo a=k/ pPC, adifusividade térmica, que representa a velocidade com que o calor se difunde por

meio de um material

(b) Regime em Estado Estacionario e condutividade térmica constante (k = cte)

T O T L9

+
OX? 8y2 oz’ k

ou

Vﬁigzo
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2 . Equacéao da Energia Térmica
2.2 Casos Especiais: Simplificagoes da Equagdo da Energia

(d) Regime em Estado Estacionério, condutividade térmica constante (k = cte), unidimensional (por
exemplo, direcao x apenas) e sem geragao/consumo de energia

d (dT
k—| =—|=0] ou VT =0
dx(dxj

2.3 Equagdo da Difusdo/Condugdo Térmica em diferentes Sistemas de Coordenadas

(a) Coordenadas Cilindricas

Volume de controle diferencial, rd0drdz, para analise da conducédo em coordenadas cilindricas
(r, 9, 2). 4

z
s s (x,y,2z) ou
~ * (r,6,2)
I ”//l ol i
SO - x=reos(0)] r=x+y
| = - Y +de |
i

! | y =rsen(@) ;6 =arctan y/x

. 1
] I
{ [ | |
< q i : )’ : |
g "il:); £ e ~\\¥\ ! 7=17 71=12
o | o 1 T‘\ i A /:) i

Fonte (modificado): Incropera e Dewitt (2008) y 29
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2 . Equacao da Energia Térmica

2.3 Equagdo da Difusdo/Condugcdo Térmica em diferentes Sistemas de
Coordenadas

(a) Coordenadas Cilindricas

Para Recordar:; Gradiente em coordenadas cilindricas

O gradiente (V) em coordenadas cilindricas de uma propriedade escalar qualquer
“A” é dado por:

6A 1 8A aA

VA r Z
6r r 89 82

« Logo, aforma geral do fluxo difusivo (Lei de Fourier) e as suas componentes nas
direcdes radial (r), circunferencial (0) e axial (z) sao, respectivamente:
N oT

= —k _
o or

k OT
=T k(T 21T T ) ta-
or r 06 82

d pe 20
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2 . Equacao da Energia Térmica

2.3 Equagdo da Difusdo/Condugcdo Térmica em diferentes Sistemas de
Coordenadas

(a) Coordenadas Cilindricas
Para Recordar: Divergente em coordenadas cilindricas

O divergente (V.) em coordenadas cilindricas de uma propriedade vetorial qualquer
“B” é dado por:

= 10
V.B=——(rB
rar(r )

16B, 6B,
+-—24
r o0 oz

Retornando a Equacéo da Difusdo Téermica na forma geral:

oT :

ApOs as substituicdes dos termos gradiente e divergente, tem-se:

pcpa—Tzii(kraTj+12 8(k5Tj+@(k8T)iQ
ot ror or r<-od\ o060) oz\ oz
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2 . Equacao da Energia Térmica

2.3 Equagdo da Difusdo/Conducdo Térmica em diferentes Sistemas de
Coordenadas

(b) Coordenadas Esféricas

Volume de controle diferencial, dr.rsen(0)d¢.rd6, para analise da conducdo em
coordenadas esféricas (r, 0, ¢). N

z (x,y,2) ou

R (I‘,B,(P)

i
I
1
i
1
r I
S |
 Z

1

i

I

L J

b 1 #
~
LA~ | g
xSy
- £
~ ’
T |
~
1

X = rsen(60)cos(¢) r=yx 4y 2
y =rsen(0)sen(g); 6= arctan(\/x2 +y° /Z)
z=rcos(0) Z = arctan y/x

32
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2 . Equacao da Energia Térmica

2.3 Equagdo da Difusdo Térmica em diferentes Sistemas de Coordenadas

(b) Coordenadas Esféricas

Para Recordar; Gradiente em coordenadas esféricas

« O gradiente (V) em coordenadas esféricas de uma propriedade escalar qualquer
“A” é dado por:

aA 10A _ 1 OA.
VA=—€ +——€, + €,
ar ro0 ° rsend o¢

 Logo, aforma geral do fluxo (Lei de Fourier) e as suas componentes nas direcdes
radial (r), circunferencial (0) e azimutal () sdo, respectivamente:

= oT
= _k—
L or
k T
q=-kVT =-k géﬁlm +—1 g@, <qe:‘?£
or r oo rsenéd o¢
q, =— KT
* rsend o¢ 33
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2 . Equacéao da Energia Térmica
2.3 Equagdo da Difusdo Térmica em diferentes Sistemas de Coordenadas

(b) Coordenadas Esféricas
Para Recordar: Divergente em coordenadas esféricas

e« O divergente (V.) em coordenadas esféricas de uma propriedade vetorial qualquer
“B” é dado por:
-~ 10
V.B=5—(r’B, )+

r’ or

1 0B,

g —(sendB, )+
rsend o¢

rsen@ o6

Retornando a Equacéo da Difusdo Termica na forma geral é dada por:

oT :
pc,—=V.(kVT)£Q
ot
ApOs as substituicdes dos termos gradiente e divergente, tem-se:

oT 1a(kzaTj 1 a(ks 6@Tj 1 of, o e
Pt T ar - ar ) rsend o0 50 ) Tsenio 04\ o9
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2 . Equacao da Energia Térmica

2.4 Condigoes de Contorno e Condigao Inicial

(a) Condicéo Inicial

Caso o sistema for transiente, a solugcao depende das condi¢gbes existentes no meio em
algum instante de tempo inicial

OBS.: Visto que a Equacdo da Difusao/Conducéo Térmica € de primeira ordem em
relacao ao tempo, apenas uma condicdo deve ser especificada, podendo ser uma fungao
do espaco (T(x, y, z)) ou uma constante (T,).

Exemplo: T(X,y,z,t=0)=T, ou T(X,y,z,t=0)=T,(x,y,z)

(b) Condicdo de Contorno

Caso exista um gradiente de temperaturas no meio, a solucdo depende, também, das
condicdes fisicas existentes nas fronteiras deste meio

OBS.: Visto que a Equacéo da Difusdao/Conducéo Térmica é de segunda ordem em relacao
as coordenadas espaciais, duas condicdes de contorno devem ser fornecidas para cada
coordenada espacial

39
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2 . Equacao da Energia Térmica

Tipos de condicdes de contorno para a Equacao da Difusdo/Conducéo Térmica (Ex: em x =0)

A

1. Temperatura na superficie constante (Condicao de Dirichlet)

T(x, 1)
T(0,t)=T, b
2. Fluxo térmico na superficie (Condicédo de Neumann)
(a) Fluxo térmico constante na superficie N
_kag_T =(, " _>\ T(x, 1)
X | 4o il
(b) Superficie adiabéatica ou isolada termicamente N .
ol 0 \m, "
OX |,—o il

3. Condicéao de conveccéo na superficie (Condicéo de Robin)
T, 1) |

—kg—l =h[T,-T(0t)]

x=0

36

Fonte: Incropera e Dewitt (2008)
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2 . Equacao da Energia Térmica

Exercicio Proposto 4: A distribuicdo de temperaturas ao longo de uma parede
com espessurade 1 m, em determinado instante de tempo, é dada por T(x) = 900 -
300x - 50x?, sendo T em °C e x em m. A parede possui uma area da secao
transversal de 10m? e uma taxa de geracdao de calor de 1000W/m3. As
propriedades fisicas da parede sdo: p = 1600kg/m3, k = 40W/(m.K) e c, =
4kJ/(kg.K). Determine: (a) As taxas de transferéncia de calor que entra na parede
(x = 0) e que deixa a parede (x = 1 m); (b) A taxa de variacdao da energia
acumulada na parede; (c) A taxa de variacao da temperatura (em relacdo ao
tempo) nas posi¢cdes x =0; 0,25 e 0,5 m.

37

Fonte: Incropera e Dewitt (2008)
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3 . Condugao Unidimensional sem Geracao--

3.1 Parede plana, sem geragdo interna de energia térmica, estado
estaciondrio e unidimensional

Hipoteses:

« Placa com pequena espessura:
transferéncia de calor
preferencialmente na direcao x.

 Transferéncia de calor em regime
estacionario: temperatura
independe do tempo, logo, T(x)

T2
T -,
 Propriedades fisicas do material
Fluido constantes: k = cte
quente
o AR
Fluido

40

Fonte: Incropera e Dewitt (2008)
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3 . Condugao Unidimensional sem Geracao--

3.1 Parede plana, sem geragdo interna de energia térmica, estado
estaciondrio e unidimensional

Analisando, primeiramente, as condi¢cdes no interior da parede, tem-se a seguinte
forma geral da Equacao da Difusdo Térmica em coordenadas cartesianas:

. a( 8Tj : aT Vf
oC =—1| k +
ot  ox\  OX 62

sem geracao

regime estacionario
unidimensional de energia
Apoés as devidas simplificacdes, tem-se:
d k dT ~0 R dqx -0 Fluxo térmico constante
dx dx o dx na direcao “x”

Considerando k = cte e integrando uma vez, tem-se:

Jo S fx=Joox T _e,

v
I

dx
41
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3 . Condugao Unidimensional sem Geracao--

3.1 Parede plana, sem geragdo interna de energia térmica, estado
estaciondrio e unidimensional

Integrando-a novamente:
dT
j&dx=jcldx —— T =Cx+C,

T(x=0)=T,,

Sujeito as seguintes condi¢fes de contorno:
T (x = L) =T,

Substituindo a condi¢cdo em x = 0, tem-se:

Ts,l — Clo +C2 C, :Ts,l

Substituindo a condicao em x = L, tem-se:

T,,=CL+C,=CL+T, —— |C, =22 22

Finalmente, substituindo C, e C, na solucéao geral, a distribuicdo de temperaturas é entao:

X OBS.: Para a conducdo unidimensional em regime

T :(T ) -T 1)—-|—T 1 estacionario em uma parede plana sem geracdo de calor e
> > > condutividade térmica constante, a temperatura varia
linearmente com X. 49
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3 . Condugao Unidimensional sem Geracao--

3.1 Parede plana, sem geragdo interna de energia térmica, estado
estaciondrio e unidimensional

Agora que se tem a distribuicdo de temperaturas, pode-se utilizar a Lei de Fourier para a
determinacao da taxa de transferéncia de calor por conducéo.

Qx = —kA > Qx :_(Ts,l _Ts,z)

Rearranjando:

OBS.: Nota-se uma analogia entre as difusdes de calor e de carga (Lei de Ohm). Da mesma
maneira que uma resisténcia elétrica estd associada a conducdo de eletricidade, uma
resisténcia térmica pode ser associada a conducéo de calor.

diferenca de poténcial elétrico
resisténcia elétrica

corrente elétrica =
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3.1 Parede plana, sem geragdo interna de energia térmica, estado
estaciondrio e unidimensional

Desta forma, a resisténcia térmica na condugdo em uma parede plana é:

L

Rterm,cond =— OBS.: A = area da secéo transversal

KA

OBS.: Uma resisténcia térmica pode também ser associada a transferéncia de calor por conveccgéao
em uma superficie. A partir da Lei de resfriamento de Newton, tem-se:

Q - hA(Ts _Too) — Rterm,conv =

1
hA

OBS.: A = area superficial

OBS.: Quando a parede é cercada por gas e a conveccdao for natural, os efeitos da radiacdo podem se
tornar, também, importantes. Considere, além da conveccdo para o ar, a radiacdo térmica entre duas
superficies (s, e s,, sendo s, totalmente envolta por s,), como na figura a seguir

Ts,l

Sélido

Fonte: Cengel e
Ghajar (2012)

A

-

0

QL‘\'I\\

>

—AMAMAA—e T

cony

o0

de
—

—VWWW— T,

rad

Q 3 Qconv ki Qrud

OBS.: Em funcdo das complicacbes de se tratar a resisténcia a
radiacdo separadamente da resisténcia a conveccdao, visto que estdo
em paralelo, bastaria substituir h da resisténcia convectiva por h .y,

como visto anteriormente neste curso, ou seja:

h, = h+ga(T1 +T, )(Tsf +Tsf)

comb S
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3 . Condugao Unidimensional sem Geracao--

3.1 Parede plana, sem geragdo interna de energia térmica, estado estaciondrio e
unidimensional
Circuito térmico equivalente para a parede plana com conducdo e conveccao nas superficies

T
\ I, I, I, I,

TS,l \
T

B L o
5,2 hA kA haA
I q TOO,2
X
Fonte:
Incropera e |_,_\A _\':lL T

Dewitt (2008)
A taxa de transferéncia de calor pode ser determinada pela consideracdo em separado de cada elemento da
rede (em série). Uma vez que Q, é constante ao longo darede, tem-se que

Q — TOO.l _Ts,l _ Ts,l _TS,Z _ Ts,2 _Too,2
X 1 L 1

hA KA hA

Em termos da diferenca de temperatura global, T, ;-T, ,, a taxa de transferéncia de calor pode ser expressa,
de uma forma global, como

T, T, .

_ 0,1
Qx - 1

L

1

+—+
hA kA hA

ou

Q=

Rtotal
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3 . Condugao Unidimensional sem Geracao--

3.2 Parede Plana Composta

(a) Paredes em série:

Circuito térmico

/i 1 L L L 1
, T, R A @_2 kB_i‘ 1%—?4 T
2 ——> NVW-OAVW-OAW-OMWWNV-OANN-O
\ T, T, T, T, T, T,
I3
\ T Neste caso, tem-se:
T LA D e il Foame Q > Too,]_ _Ts,l _ TS,l _TS,Z _ T2 _T3 _
Fluido K kg ke LY X (1/hlA) (LA/kAA) (LB/kB A)
quente ! ! . T _ T, —TS14 _ TS,4 —Too,4
Fluido frio (|_C /K. A) ( 1/h, A)
L.

Fonte: Incropera e Dewitt (2008) ou. em termOS globais tem-se

T 1 _Too,4

o0

% WA= (L KA (L ) (L e A) + (UNA]
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3 . Condugao Unidimensional sem Geracao--

3.2 Parede Plana Composta

(b) Paredes em paralelo:

Apesar de se tratar de um problema multidimensional, pode-se aproxima-lo como unidimensional por meio
das seguintes hipoteses: qualquer parede plana normal ao eixo x é isotérmica; e qualquer plano paralelo ao
eixo x é adiabatico

Isolamento
L
ke(A/2
. -] ,— L —» Area, A r(A/2)
k F Y, Le VVVVV Ly
Ty LE d Ts | T, kA kA
ke ke ki — ?_/VV\’T_O Lg <>T—’\/\/\/—o
E G H L 2 ke(AT2) 3 T4
. VVVVYV
— X
Fonte: modificado de Incropera e Dewitt (2008)
Neste caso, tem-se: ou, em termos globais, tem-se
_Tl_TZ _ Tz _Ts _T3 _T4 — Tl_T4
Qx - LE - 1 - LH QX LE n 1 n LH
A K (A2) K (A2) KA A ke (A2) ko (A2) KA
L L L Ls 47
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3 . Condugao Unidimensional sem Geracao--

3.2 Parede Plana Composta

OBS.: Na analise de conducé&o de calor através de multicamadas de sélido, adotamos ‘“contato
perfeito” na interface de duas camadas. Seria este o caso quando as superficies estdo perfeitamente
lisas, porém, na realidade, mesmo superficies que parecem lisas aos olhos, revelam-se bastante

rugosas _ i

Como resultado, a interface contém
indmeras lacunas de ar que funcionam
como isolamento em virtude da baixa
condutividade térmica do ar, causando
uma queda de temperatura. Logo, uma
resisténcia adicional deve ser levada em
consideracdo quando a mesma for
significativa, a qual €& chamada de
resisténcia térmica de contato (R,),
sendo esta tabelada para diferentes
materiais, rugosidades superficiais e
fluidos de contato.

i
1

T
FYYVY VY

vayy"‘
N

(
i

Camada 2

Queda de
temperatura

Camada 1

Camada | (b Camada 2

lnterface\
Sem queda de OBS.: A resisténcia térmica de contato
lemperama pode ser minimizada, principalmente, de
Distribuicio de & duas formas:
temperatura ) ] . ~ , . .
I, =1, 1) aplicac&o de um liquido termicamente

condutor, chamado pasta térmica, sobre
(«) Contato térmico ideal (perfeito) (b) Contato térmico real (imperfeito) as .SU perf|C| €s antes que s€jam
_ pressmnadas uma contra a outra;
Fonte: Cengel e Ghajar (2012)

2) Inserir uma folha metalica macia, como estanho, prata, cobre, niquel ou aluminio, entre as
duas superficies.
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3 . Condugao Unidimensional sem Geracao--

Exercicio Proposto 5. Com a perspectiva de calcular a transferéncia de calor entre um
corpo humano e sua vizinhanca (T,, = 10°C), focamos em uma camada de pele e
gordura, com sua superficie externa exposta ao ambiente e sua superficie interna um
pouco abaixo da temperatura corporal, T, = 35°C. Considere a camada de pele/gordura
com espessura de 3 mm e com condutividade térmica k,,=0,3W/(m.K). Para reduzir a
taxa de perda de calor, a pessoa veste roupas especiais esportivas (condutividade
térmica igual a 0,014W/(m.K). (a) Qual a espessura do isolante necesséaria para reduzir
a taxa da perda de calor para 100W? (b) Qual a temperatura resultante da pele (Tp)?

Considere a area da secéo transversal igual a 1,8 m?

T,=35°C | L sup

Pele/gordura isolante

-

k.., =0,014W/(m.K)

iso

Kpg =0,3W/(M.K)

T.=10°C
h=8W/(m2.K) (Ar)

- Lyg =3 mm —>le— L, —> TAr

49
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3 . Condugao Unidimensional sem Geracao--

Exercicio Proposto 6: O vidro traseiro de um automovel € desembacado pela
fixacdo de um aquecedor em pelicula, fino e transparente, sobre a sua
superficie interna. Aquecendo eletricamente este elemento, um fluxo térmico
uniforme pode ser estabelecido na superficie interna. Para um vidro com 4
mm de espessura, determine a poténcia elétrica, por unidade de area do
vidro, necessaria para manter uma temperatura na superficie interna de 15°C,
guando a temperatura do ar no interior do carro e o coeficiente convectivo
sdo T.; = 25°C e h; = 10 W/(m?.K), enquanto a temperatura e o coeficiente
convectivo no ar exterior (ambiente) sdo T, = -10°C e h, = 65 W/(m?.K).
Considere a condutividade térmica do vidro igual a k = 1,4 W/(m.K).

50
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3 . Condugao Unidimensional sem Geracao--

3.3 Cilindro “infinito”, sem geracdo de calor e em estado estacionario

Ts2 Analisando a Equacéao da Difusao Termica em coordenadas cilindricas

ol g zlg(krm—j+ +a(ka}/iﬁ\
Yot ror\.  or

i ANAr sem geragao
regime estacionério — - - _
Condic&o de simetria Cilindro de energia

infinito

ApoOs as devidas simplificacbes, tem-se:

1d( dT
r dr

1d
ki— |[=0 —— —=—(rq,)=0 —— rg. =cte
dl’j rdr( ql’) qr 1

OBS.: multiplicando ambos os lados por 21rL, sendo L o comprimento, e considerando
a area superficial do tubo A=2TrLr, tem-se:

— — Taxa térmica constante
(27zL)rq, =cte, (2zL) —— Q, =cte, —— i e
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3 . Condugao Unidimensional sem Geracao--

3.3 Cilindro “infinito”, sem geracdo de calor e em estado estacionario

Considerando k = cte e integrando uma vez, tem-se:

Id( OITjdr—der  — rdT =C, ou d_:&
dr dr dr dr r

Integrando-a novamente:

J‘de J'&dr —— T=C,In(r)+C,
dr r

T(r=n)=T,,
T(r=r,)=T

sujeito as seguintes condicdes de contorno: {
5,2

Substituindo as condi¢cdes de contorno, tem-se o0 seguinte sistema de equacoes:

{T ,=C,In(r,)+C,

=C,In(r,)+C,
52
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3 . Condugao Unidimensional sem Geracao--

3.3 Cilindro “infinito”, sem geracdo de calor e em estado estacionario

Resolvendo-as para as constantes C; e C.:

Substituindo as constantes na solucao geral, a distribuicdo de temperaturas é
entao:

N LTl Y N
" n(r, /) \n

OBS.: Atemperatura varia logaritmicamente com a posi¢céo radial em geometrias
cilindricas
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3 . Condugao Unidimensional sem Geracao--

3.3 Cilindro “infinito”, sem geracdo de calor e em estado estacionario

Agora gue se tem a distribuicdo de temperaturas, pode-se utilizar a Lei de Fourier
para a determinacao da taxa de transferéncia de calor por conducao.

dT

( ') r ! )

(T.z -
» Q =—k(27rL)|0+~22 =
< (271L) +In(5/nJ r

Rearranjando, tem-se:

(Ts,l _Ts,z)
Q= In(r, /1,)/27Lk

OBS.: Por analogia ao transporte de cargas elétricas (Lei de Ohm), tem-se a
resisténcia condutiva em coordenadas cilindricas

In(r, /1)
2 LK

Rterm cond
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3 . Condugao Unidimensional sem Geracao--

3.4 Cilindros Compostos

Considere o sistema de cilindros compostos ou concéntricos mostrado abaixo:

Taxa de transferéncia de calor:

Q = Too,l _Ts,l _ Ts,l -1 _ T, -1, _
' 1 In(r,/r,) In(r,/r,)
2znLh 27k, L 27k L

T3 _Ts,4 _ Ts,4 _Too,4

“n(r,/r) 1
27k, L 2rr,Lh,

J"4
Too, 1 h iy /‘:
|

T.1

p/g

Ts,l
Taxa de transferéncia de calor global:

Q _ Too,l _Too,4
| s | 1 +In(r2/r1)+ln(r3/r2)+ln(r4/r3)+ 1
Fonte: Incropera e Dewitt (2008) 27Z'r1 th 27Z'kAL 27Z'kB L 27Z'kC L 27Z'I’4 Lh4
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3 . Condugao Unidimensional sem Geracao--

3.5 Conceito do Raio Critico de Isolamento para Cilindros

Consideracdes: o sistema abaixo € composto por um cilindro cuja espessura foi desprezada
frente a espessura de um material isolante de condutividade “k;.,”. A parede interna, em “r”, é
mantida a uma temperatura constante “T;”. Tem-se que “r” é variavel, ou seja, pode ser
aumentado ou diminuido para se analisar o efeito da espessura do isolante sobre taxa de calor
perdida pelo tubo. O tubo, juntamente com o isolante, é exposto em um ambiente a uma
temperatura constante “T.” e com um coeficiente de pelicula externo “h.”.

O diagrama térmico € representado por

B—WW—-W
‘q- Jcmv Ri‘ cond

iso

T,-T
A taxa de calor através do circuito é: Qr = M

:]-"O’ Rt
€
Sendo que aresisténciatotal € composta por uma resisténcia condutiva e por uma
resisténcia convectiva, respectivamente, dada por:
_In(r/r) 1 1 Cn(r/r) 1
Rierm cond = e Remeon = = Logo, Ry = +
2kL hA,  2zrLh 27zkL  2zrLh
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3 . Condugao Unidimensional sem Geracao--

3.5 Conceito do Raio Critico de Isolamento para Cilindros

Otimizacao do processo de isolamento: Para se determinar o valor de “r” que minimiza “Q,”
ou maxima “R,,,”, deve-se fazer:

thO'[ :O
dr
Logo,
: Kk
d In(r/ r').|_ 1 =0 s { L — 1 2}:0, isolando “r”, tem-se: I = —
dr| 2zkL  2zrLh 27zkLr  27zhLr h

OBS.: 0 “r” encontrado é aquele correspondente ao ponto critico (local que minimiza ou
maxima R,,,)

OBS.: Para determinar se o resultado anterior maximiza ou minimiza a resisténcia total, a
segunda derivada deve ser avaliada

i% _ 1 + L avaliando em r = k/h, tem-se: d[thot}= L (E—ij
dr| dr | 2zkLr? zrhL S drl dr | zL(k/h)’\k 2k
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3 . Condugao Unidimensional sem Geracao--

3.5 Conceito do Raio Critico de Isolamento para Cilindros

Logo, tem-se

d th 1 2 Neste caso, r=k/h € o raio do isolante para o
ot | _ _ d Rtot >0 gual a resisténcia total € um minimo e ndo um

- 3 2 " A H « 66,9 rq H . sy
dr dl’ 27Z'|_k /h drz maX|mo, r” é conhecido comS rzilo critico de
isolamento e representado por “r,

Anédlise Grafica do raio critico (r,)

e Caso1l: Ser,<r,, aresisténcia térmica total
decresce e, portanto, a taxa de transferéncia
de calor aumenta com a adi¢&o do isolante.
Isto acontece até que o raio externo do
isolante atinja o valor do raio critico.

e Caso 2: Se r, > r,, qualquer adicdo de
isolamento aumenta a resisténcia térmica
total e, portanto, diminui a perda de calor.

R} (m<K/W)

OBS.: Em uma parede plana (area normal a
transferéncia de calor € constante), a
resisténcia total sempre aumenta com O
aumento da espessura do isolante.

v

I Fer _ > r(mm) 58
Fonte: Incropera e Dewitt (2008)
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3 . Condugao Unidimensional sem Geracao--

3.6 Casca Esférica sem geragdo de calor e em estado estaciondrio

Analisando a Equacao da Difuséo Térmica em coordenadas esféricas

pC\aT 1 a(kzaTj 1 \

) /?sene
b\ r< or or r’sen’é o r ser%/
sem geragao

Ts, 2 | regime estacionario Condicao de simetria de energia

ApoOs as devidas simplificagbes, tem-se:

1 d dT 1 d
kr? 0 > r’qg }=0 —— r?g. =cte
r2 dr( drj r2 dr( qr) & .

OBS.: Multiplicando ambos os lados por 41, e considerando a area superficial da
esfera A=41rr?, tem-se:

2~ _ | _ , | Taxatérmica constante
(471-) r'q, =cte, (47[) Qr - Ct62 na direcdo “r”
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3 . Condugao Unidimensional sem Geracao--

3.6 Casca Esférica sem geragdo de calor e em estado estaciondrio

Considerando k = cte e integrando uma vez, tem-se:

d (2T T ar ¢,
~f{odr — r*iiocow =2
I dr( dr Jdr i) ar

Integrando-a novamente:

dT C C
dr=|=2dr —— T=-—+C
Idr Jr2 r o’

T(r=r)=T,,

sujeito as seguintes condicdes de contorno: {
T(r=r,)=T,

Substituindo as condi¢cdes de contorno, tem-se o0 seguinte sistema de equacoes:

Tsl :_&_{_CZ
: r

< c

T, =——++GC,
: r,
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3 . Condugao Unidimensional sem Geracao--

3.6 Casca Esférica sem geragdo de calor e em estado estaciondrio

Resolvendo-as para as constantes:

T,,-T T, -T
Cl — s,1 5,2 e C2 :T&l_i_l sl 5,2

11 it 1
, T, r, T,

Substituindo as constantes na solucao geral, a distribuicdo de temperaturas
é entao:

OBS.: Temperatura varia hiperbolicamente com a posicao radial em geometrias
esféricas
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3 . Condugao Unidimensional sem Geracao--

3.6 Casca Esférica sem geragdo de calor e em estado estaciondrio

Finalmente, utilizando a Lei de Fourier para a determinacdo da taxa de calor por
conducao, tem-se

Qr=—k(4ﬂr2)?; > Qr:_k(47[r2) O_Tsi_-l;s-,z (_rlzj
B

Rearranjando, tem-se: - B

(Ts,l _Ts,2 )

o1 (1 1
Akz\r, T,
OBS.: Por analogia ao transporte de cargas elétricas (Lei de Ohm), tem-se a

resisténcia condutiva em coordenadas esféricas

1 (1 1
Rterm,cond — o
Azk\r, T,
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3 . Condugao Unidimensional sem Geracao--

3.7 Conceito do Raio Critico de Isolamento para Casca Esférica

Consideracdes: No topico anterior foi deduzida uma expressao para o raio critico de isolante
em um tubo cilindrico isolado. Considerando as mesmas condi¢cdes anteriores, porém agora
para uma casca esférica, tem-se:

De forma similar, o diagrama térmico € representado por

B—W\'—-—WVV\N'—O
‘q—- ‘cmv R t,cond
(Ti -1, )
R

A taxa de calor através do circuito é: Q, =

Novamente, a resisténcia total pode ser expressa como sendo a soma das resisténcias
condutivas e convectivas, como mostrado abaixo:

111 1 1 1 1 111 1
= —_——— = = LO 0, = _—
Rterm,cond 4 k |: r:| e Rterm ,conv hAg 47Z'hr2 g Rtot 47z'hl‘2 47Z'k |: r:|
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3 . Condugao Unidimensional sem Geracao--

3.7 Conceito do Raio Critico de Isolamento para Casca Esférica

Novamente, para se determinar o valor de “r” que minimiza “Q,” ou maxima “R,.,”, deve-
se fazer:

dR,, d| 1 1 (1 1 ‘ { 1 1 1 1}_
— ot — Lo 0, + _—— :O > _——— _0
dr 0 ¥ dl’{47rhl‘2 Azk\r r Azk r* 2zhr®

Isolando “r”, tem-se: r =2 —

Analisando a “derivada segunda” para verificar se o resultado anterior maximiza ou minimiza
aresisténciatotal, tem-se:

i{%}:_ii+ii R d{dRmt}_ 1 {_ 1,38 1 }
dr| dr 27k r® 2zhr? dr| dr (2k/h)3 27k 2zh 2k / h
Logo,

d[dR‘Ot}: L - = {—1+§}>0

dr| dr (2k/h) 277k 2

OBS.: Neste caso, r,=2k/h é o raio critico de isolante para casca esférica para o qual a resisténcia
total € um minimo. Toda a andlise realizada para o cilindro se aplica para a casca esférica
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3 . Condugao Unidimensional sem Geracao--

Exercicio Proposto 7.

Determinacao experimental da condutividade térmica de um material isolante

Uma esfera oca de aluminio, com um aquecedor elétrico no centro, é usada em testes
para determinar a condutividade térmica de materiais isolantes. Os raios interno e
externo da esfera sao 0,15 e 0,18 m, respectivamente, e 0s testes s&o realizados em
condicbes de regime estacionario com a superficie interna do aluminio mantida a
250°C. Em um teste especifico, uma casca esférica de isolante € moldada sobre a
superficie externa da esfera até uma espessura de 0,12 m. O sistema encontra-se em
uma sala na qual a temperatura do ar € de 20°C e o coeficiente de transferéncia de
calor por convecc¢édo na superficie externa do isolante é de 30 W/(m2.K). Se 80 W séo
dissipados pelo aquecedor em condicoes de regime estacionario, qual é a
condutividade térmica do isolante? Considere a condutividade térmica do aluminio
igual a 230W/(m.k).
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4 . Conducao Unidimensional com Geracao--
4.1 Fontes de Geragdo de Energia Térmica

A energia térmica pode ser gerada no interior de um sélido através de
diferentes formas

| — aguecimento 6hmico ou resistivo em que a energia elétrica é transformada

em calor;
, Efeito Joule:
. 1" R, o
Q = R, = resisténcia elétrica
V | = corrente elétrica
V =volume do sistema

|l — desaceleracao e absorcao de néutrons numa reacao nuclear,;

Il — reagcdo quimica exotérmica no interior do sistema;

IV — radiacdo visivel absorvida por estrutura semitransparente (automovel
exposto ao sol).
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4 . Conducao Unidimensional com Geracao--

4.2 Geragdo em Paredes Planas

a) Paredes Planas

Conjuntamente com a geracéo de energia por unidade de volume do sistema (Q), as

paredes planas podem ser dispostas sob trés diferentes arranjos

| - Condi¢des de Il - Condigdes de Il — Superficies
contorno assimeétrica contorno simétrica adiabaticas
e —_— —
, X y X X
-L +L -L - +L : L
P ' . G
+ G A
T . J
s,/_\ : To
T(x)Ts2 L T(x) \
' ! : T(x)
: Is : TIs Ts
Tk " i
" i T Tr Tg ; Tk
: h, i E h m h,
L3 | ! :
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4 . Condugéao Unidimensional com Geragao==""""=

4.2 Geragdo em Paredes Planas

a) Paredes Planas

Partindo-se da Equacao da Difusédo de Calor (em coordenadas cartesianas) e das
seguintes hipodteses:

1) estado estacionario;

Il) geracao de energia uniforme em todo o volume material;
lii) transporte unidimensional (direcao “x”);

Iv) condutividade térmica constante.

A forma apropriada da equacao do calor, juntamente com as condi¢cdes de contorno
para as diferentes situacdes (l-condicdo assimeétrica; ll-condicdo simétrica; Ill-
condicado adiabatica) é dada por:

=

Situacdo : T(x=-L)=T,; e T(x=+L)=T,
d2T Q Situagdo I: T(x=-L) =T, e T(x=+L)=T,
5 + = O —
dx= K
Situacéo I ax =0 (Thaximo=To) € T(X=+L) =T,
Xl 70
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4 . Conducao Unidimensional com Geracao--

4.2 Geragdo em Paredes Planas

a) Paredes Planas

Integrando a equacao anterior uma vez, obtém-se a constante C;:
d(dT '
j dx = j—gdx
dx \ dx K

d—T:—QXJFC1
dx K

Integrando-a novamente, tem-se a equacao na forma geral com as constantes C, e C,:
dT
_[ —dx = _[ ——x+C dx
dx

Q OBS.: Para “adaptar” a
_ X 2 equacao geral a cada uma das
T X*+C X+C2 situacbes, é necessario 0 Uso
das condicbes de contorno.
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4 . Conducao Unidimensional com Geracao--

4.2 Geragdo em Paredes Planas

a) Paredes Planas

e Paraa Situacao I: condi¢gao de contorno assimetrica

X Q

L Equacdo geral: T = x> +C,x+C,

T, parax=-L

Ts) Condicdo de Contorno: T =< _*
T,, parax=+L
T(x) Ts2 Resolvendo a equacado geral (anterior) para as constantes de

integracao, tem-se:

E T =T Q,, T, +T
T ' C. =-32 s e C :—L2+ s1 s2
Fl : 1 2L 2 2k —2
hy : Tr
: h A distribuicéo .2 X2 T,-T.)x (T.+T.
L ) de temperaturas TzQ—(l——2 +( 2 1)_+( 1 2)
é entéo: 2k L 2 L 2

Aplicando a Lei de Fourier, tem-se a taxa de transferéncia de calor por conducao:

k Sendo A a area da

QX = {Qx — oL (T52 —TS1 )} A secdo transversal &

transferéncia de calor 79
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4 . Conducao Unidimensional com Geracao--

4.2 Geragdo em Paredes Planas

a) Paredes Planas
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e Paraa Situacao Il: condi¢cao de contorno simétrica

-L

—»

+L.

Tk

[I

h

Q

Equacédo geral: T :—ﬁx2 +C,x+C,

Condicao de Contorno: T :{

T. parax=-L

S

T, parax=+L

S

Resolvendo a equacédo geral para as constantes de integracéao,

tem-se:

A distribuicao QL2
de temperaturas T=

€ entao:

C,=0 e C, =TS+3L2
2k

2
> (1-%]&

Aplicando a Lei de Fourier, tem-se a taxa de transferéncia de calor por conducao:

Q, =QxA

Sendo A a area da
secdao transversal a
transferéncia de calor 73
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. Conducéao Unidimensional com Geracao--

4.2 Geragdo em Paredes Planas
a) Paredes Planas

e Para a Situacdao lll: superficie adiabatica

- Q
P 4L Equacdo geral: T =——<x? +C.x+C,
K
G
(T
. A =0 ( maximo _TO)
To Condigdo de Contorno: T =4 OX|,_ 0
_ T ara X =+L
o T b
Tq Resolvendo a equacao geral para as constantes de integracao, tem-se:
T C1=O e C2=TS+2L2
Fl 2k

I11

=

Desta forma, tem-se:
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. Conducéao Unidimensional com Geracao--

4.2 Geragdo em Paredes Planas
a) Paredes Planas

e Para a Situacdao lll: superficie adiabatica

—
X 4L Visto que T = T, (temperatura maxima) em x = 0, tem-se,
‘ substituindo esta condicao na Eq. 1, anterior:
G
L jand L
TO T (X :O) :TO _ 2k +TS rearranjanao -I-0 —TS _ 2k
’hx) substituindo este resultado na Eq. 1, tem-se:
Ts ;
T(X)—T0 (X
: Tr T.-T, L
I | h,

Aplicando a Lei de Fourier, tem-se a taxa de transferéncia de calor por conducao:

Sendo A a area da

Qx = QXA secdao transversal a

transferéncia de calor 75
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4.2 Geragdo em Paredes Planas
a) Paredes Planas

OBS.: Se no caso |, Il e lll as temperaturas nas extremidades das paredes nédo forem conhecidas,
porém, as temperaturas do ambiente externo e os coeficientes de pelicula (h) forem conhecidos,

ao invés das condic¢Oes retro-mencionadas, deveriam ser utilizadas as seguintes condi¢gdes de
contorno:

CASO [: Condicao de Contorno Assimétrica

oT oT
ox - 1( s1 Fl) e ox - 2( 2 FZ)
CASQO II: Condicao de Contorno Simétrica
K« hT-T) e «TH —n(-T)
8X x=+L 6X X=—L
CASO lllI: Superficie Adiabatica
oT oT
| =0 —k—| =h(T.-T
X |, © ox (T.~Te)

X=+L 76
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4.3 Geragdo em Sistemas Radiais

b) Cilindro

i

De acordo com as hipoteses adotadas anteriormente, a forma
apropriada da Equacao da Difusdo Térmica em coordenadas

cilindricas sera:

1d( dT), Q_,
rdr\ dr K
Separando as variaveis e integrando uma vez:
d( dT Q dT  Qr?
dr = |——=rdr me——) -=—+C
Idr(drj J|< dar k2
Separando as variaveis e integrando novamente:
dT Qr Q r?
—dr=|| —==+—([dr — ) T-—<L C,In(r)+C
Far I(kz J g TGnn+C,
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4.3 Geragdo em Sistemas Radiais

b) Cilindro

|3

1) Cilindro Macico: no caso de um cilindro macico, as condi¢cfes de
contorno sao:

ar
dr

=(0 (condicdo desimetria) e T (I‘ = I‘O) =T
r=0

Resolvendo a equacao geral para as constantes de integracao, tem-se:

Q
C,=0 ¢ G :Ts+ﬂr02

Consequentemente, a distribuicdo de temperaturas é:

\,- 2 2
7o+ 20 (g 1
4k

I

Aplicando a Lei de Fourier, tem-se a taxa de transferéncia de calor por conducao:

Q, =Q7er2
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4 . Conducao Unidimensional com Geracao--

4.3 Geragdo em Sistemas Radiais

b) Cilindro ii) Cilindro_Oco: no caso de um cilindro oco, as condi¢cGes de
o i contorno sao

To N\
<::©\T T(r=r)=T, e T(r=r,)=T,
|

Resolvendo a equacao geral para as constantes de integracao, tem-se:

Ao ie-sig

\
|
|
!
|
I
|
i
I
!
|
I
!
|
i
|

E(
I
I
I
l .
! Q
N . .

i ¢, =T, + 3% (T,-T )—g(rz—rz) In| L
: 2 2 Ak s2 sl Ak 1 2 r2
I
l' Consequentemente, a distribuicdo de temperaturas é:
L= |! 22 2 2 2

[ In(r, /r
() A A e o
\ )7 4k I, 4k I, In(r,/r,)

Aplicando a Lei de Fourier, tem-se a taxa de transferéncia de calor por conducao:

o o 27LK er _i 4
Q =Qulr In(rz/rl){4k (1 r22j+(T32 TSl)}
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4 . Conducao Unidimensional com Geragao--"=" .

4.3 Geragdo em Sistemas Radiais

c) Esfera

De acordo com as hipoteses adotadas anteriormente, a forma
T apropriada da Equacao da Difusdo Térmica em coordenadas
S

esféricas sera:
izi(rzd—-rj+9:0
re dr dr Kk

Separando as variaveis e integrando uma vez:

d( ,dT Q , ,dT  Qr’
dr = |——=r°dr ) r -——+C
Idr( dr) I ar k3 o

Separando as variaveis e integrando novamente:

dr r

Id—Td _I(—%%+—]dr — Tz—gﬁ—&+C2

30
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4 . Conducao Unidimensional com Geragao--"=" .

4.3 Geragdo em Sistemas Radiais

c) Esfera

I) Esfera Macica: no caso de uma esfera macica, as condi¢cfes de
contorno sao

ar

r r=0

TS

=0 (condicdo de simetria) e T(r=|’0)=TS

Resolvendo a equacao geral para as constantes de integracao, tem-se:

Q
C,=0 e C, =TS+6—kr02

Consequentemente, a distribuicdo de temperaturas é:

\ - 2 2
T:TS-I-QrO (1—r ]
6k

w2
I

Aplicando a Lei de Fourier, tem-se a taxa de transferéncia de calor por conducao:

B Q4rnr®

Q
3 81
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4 . Conducao Unidimensional com Geracao--

4.3 Geragdo em Sistemas Radiais

c) Esfera i) Esfera Oca: no caso de uma esfera oca, as condicbes de
contorno sao

T(r=n)=T, e T(r=r,)=T,

TsZ

’ Resolvendo a equacéao geral para as constantes de integracao, tem-se:

C = |:(Tsz _Tsl)_%(

Qry 1 Q
C,=T,+ 6; T (Tsz _Tsl)_6_k(r12 —I‘22)
Consequentemente, a distribuicdo de temperaturas é:
or? 2 or? 2 1/r)—(r
T :T52-|-Qr2 1_r_2 _ % 1_% +(T52 _Tsl) ( / ) ( /2)
6k I, 6k I, (1/r,)—(1/r,)
Aplicando a Lei de Fourier, tem-se a taxa de transferéncia de calor por conducao:

Qanre 4rk [er f6k(1-r7/r})+(T, —Tsl)]
B Wn)-(n) N

Q
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4 . Conducao Unidimensional com Geracao--

Exercicio Proposto 8: Uma parede plana é composta por dois materiais, A e
B. Na parede de material A ha geracdo de calor uniforme Q = 1,5x10%W/m3, k ,
= 75W/(m.K) e a espessura € L,=50 mm. A parede de material B n&o
apresenta geracao de calor, kg = 150 W/(m.K) e a sua espessura e Lg =20 mm.
A superficie interna do material A esta perfeitamente isolada, enquanto a
superficie externa do material B é resfriada por uma corrente de aguacom T,
= 30°C e h = 1000 W/(m?.K). Determine a temperatura T, da superficie isolada
e a temperatura T, da superficie resfriada.

Considere a area da secao transversal unitaria.

33
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Como podemos aumentar a taxa de Transferéncia de Calor
entre um soélido e um fluido adjacente?

T

ool

/ h
7%

> Q=hA(T, - T..)

T, A

Fonte: Incropera e Dewitt (2008)

a) Aumentando o coeficiente de

conveccao

v" Necessidade de aumento da

velocidade do fluido;

v' Inviavel devido ao custo de
poténcia nos  sopradores e
bombas.

b) Aumentando a diferenca de
temperaturas, ou seja, diminuindo
.

o0

v A reducao de T, é frequentemente
impraticavel.
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5. Superficies Aletadas
5.1 Introdugdo

Como podemos aumentar a taxa de Transferéncia de Calor
entre um soélido e um fluido adjacente?

T., h

Solucéo Viavel: A taxa de
transferéncia de calor pode ser
elevada pelo aumento da area da
superficie através da qual ocorre a
conveccao pelo emprego de aleta®
gue se estendem da parede para o
interior do fluido adjacente

87

Fonte: Incropera e De‘w:' t (2008) " §
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5 . Superficies Aletadas
5.1 Introdugdo

Aplicagoes das Aletas
e Para resfriar motores a combustdo (radiadores)

e Motores elétricos

® Processadores de computador

e Trocadores de calor em tubos aletados

e Promover troca térmica em um
aparelho de ar condicionado
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5. Superficies Aletadas

5.1 Introdugdo

Diferentes Configuracoes de Aletas

Ir (a) Aleta Plana

/|
/ /7 =
/ / com secao
/ transversal
/7 w .
(," uniforme

Lo

Fonte: Incropera e Dewitt (2008

i,

(c) Aleta Anular

—— —
—_——
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site:

(b) Aleta Plana
com secao
transversal nao
uniforme

(d) Aleta
Piniforme

39
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5 . Superficies Aletadas

5.2 Transferéncia de Calor em Superficies Estendidas

Deducao da Equacao do Calor para Aletas

Fonte: Incropera e Dewitt (2008)

dA / dQcony Hipdteses adotadas:

N QX\ AT R
,’/’\Am e Fendmeno ocorre em estado
L4 | < estacionario;

I

\l.\ 7 Q.. ® Aleta fina: transferéncia nas
\%ix direcbes y e z muito rapidas
guando comparadas com a
direcdo x. Logo T(x);

N7 e Condutividade térmica
R:y constante;
X 2erld9: . o et e Coeficiente de pelicula constante
c = area dasecao reta, ao longo de toda a aleta.

As = area superficial;
Q, = taxa de calor condutiva,
dQ..ny = taxa de calor convectiva 90
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5 . Superficies Aletadas

5.2 Transferéncia de Calor em Superficies Estendidas

Deducao da Equacao do Calor para Aletas

Balanco de energia no volume infinitesimal

Qx = Qx+dx + dQconv

Fonte: Incropera e Dewitt (2008)

dQCOHV
Pela Lei de Fourier, tem-se:
A (x)
; dT
as Q=" dx
Qx+dx
A taxa de conducdao de calor em x+dx € dada por:
dQ
X
Qx+dx Q + dX

Substituindo a Lei de Fourier, tem-se:

Sendo:

A, = area da secéo reta;

As = area superficial; Q i = d_T_ki Atd_T dx
Q, = taxa de calor condutiva; X+ dx dx dx

dQ.,n, = taxa de calor convectiva

91
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5 . Superficies Aletadas

5.2 Transferéncia de Calor em Superficies Estendidas

Deducao da Equacao do Calor para Aletas

Fonte: Incropera e Dewitt (2008)

A taxa de transferéncia por conveccao pode ser
expressa como:

dQ,,,, = hdA, (T -T,)

Substituindo as taxas no balanco de energia e
rearranjando:

jdx+hdAs (T-T.)

/
/

dT o d( . dT
~— =—KA ~——K
kAb dx dx (A% dx

L:y 7 dx
X

kL[ A 9 Nax+ haa, (T -T,) =0
_ dx dx
Sendo:
A, = area da secéo reta;
As = area superficial; d dT h
Q, = taxa de calor condutiva; —(A% —j dx ——dAS (T —TOO) =0
dQ.., = taxa de calor convectiva dx dx K
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5 . Superficies Aletadas

5.2 Transferéncia de Calor em Superficies Estendidas

Deducao da Equacao do Calor para Aletas

Fonte: Incropera e Dewitt (2008)

dQcony Visto que Ac = Ac (x), pode-se aplicar aregra da
cadeia,

A d°T . dTdA . h
dx + dx ——d T-T )=0
Qx+dx AC dX2 dX dX AS ( )

Z Dividindo tudo pelo elemento infinitesimal dx, tem-se,
ky finalmente a Forma Geral da Equacéao do Calor para Aletas:
X

d°T (1dAdT (1 hdA
Sendo: v A dx Jdx | Ak dx

A, = area da secdo reta;

As = area superficial;

Q, = taxa de calor condutiva,
dQ.,n, = taxa de calor convectiva

(T-T,)=0

93
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5 . Superficies Aletadas

5.3 Aletas com Area de Secdo Transversal Uniforme

Consideracoes: aletas planas retangulares ou piniformes de secdo transversal
uniforme (A.). Cada aleta esta fixada a uma superficie base, onde T(0) = T,, e estende
para o interior de um fluido a temperatura T,

Para esta aletas
/ L& '
e A, e constante.
/ 1 o Ac = Px, sendo
Ag a area
C"“""@)D superficial e P
':ﬂ 1 o perimetro.
—— L

Fonte: Incropera e Dewitt (2008)

Aleta plana retangular: A\c =Wt P=2w+2t

D?
4

Aleta Piniforme: A: = P=xD
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5 . Superficies Aletadas

5.3 Aletas com Area de Secdo Transversal Uniforme

A Equacao Geral de Calor para Aletas é escrita da seguinte forma:

di+[1dﬂjm¥{lhq&jU—RJ=0
dx A dx jdx (A k dx

No caso de aletas com area da secao transversal constante, tem-se:

dizo e %:P
dx dx

Substituindo na equacgéao anterior, tem-se:
2
dz+ 10‘”—-LEP(T:Qym
dx A Jdx (A Kk

d’T  hP
dx’> KA

Logo,

(T-T,)=0
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5 . Superficies Aletadas

5.3 Aletas com Area de Secdo Transversal Uniforme

Para simplificar a forma dessa equacdo, € comum realizar a seguinte mudanca de
variavel, em que T (temperatura) € substituida por 0 (“excesso de temperatura”)

O(x)=T(x)-T

o0]

Derivando-se esta relagcao duas vezes, tem-se:
do dT
dx dx
d?6 d°’T
dx*  dx®

ApOs substituir na equacdo original, tem-se uma equacao diferencial de segunda
ordem, linear e homogénea com coeficientes constantes

2
d6’_m2920 sendo M= h—P

dx’ kA,
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5 . Superficies Aletadas

5.3 Aletas com Area de Secdo Transversal Uniforme

A solucao geral da equacao anterior tem a seguinte forma:
O(x)=Ce™+C,e™

Em x = 0, tem-se que T(x = 0) = T,, ou em termos de 6, 8(x = 0)= 6, . A segunda
condicao, especificada na extremidade da aleta (x = L), envolve quatro diferentes
situacOes fisicas

CASO A: Transferéncia de calor por convecgao na extremidade (x = L)

—

6?(X:O):Tb -T, =0,

Condicao de contorno -

e, 9T =hA [T (L)-T, | ou K= =ho(L)

dx|,_,

—
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5 . Superficies Aletadas

5.3 Aletas com Area de Secdo Transversal Uniforme

Substituindo as condi¢cOes de contorno na equacéao geral, tem-se:
6, =C,+C,
h(C,e™+C,e™)=km(C,e™ +C,e™)

ApoOs explicitar C;, e C,, pode-se mostrar, apos alguma manipulagéo
algébrica, que

0 _ cosh| m(L—x)]|+(h/mk)senh| m(L-x)]
0, cosh(mL)+(h/ mk)senh(mL)
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5 . Superficies Aletadas

5.3 Aletas com Area de Secdo Transversal Uniforme
PARA RECORDAR

Relacbes trigonométricas:

X _pX e +e "
— h —
senh(X) Z cosh(x) 5
tanh (x) = £.=5_ _ Senn(x)
e e cosh(x)

Derivadas de funcdes trigonométricas:
se f(x)=senh(x)— f'(x)=cosh(x)
se f(x)=cosh(x)— f'(x)=senh(x)

1

Se f(X)=t9h(X)*f'(x):coshz(x)
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5 . Superficies Aletadas

5.3 Aletas com Area de Secdo Transversal Uniforme

O procedimento mais simples para se determinar a taxa de calor perdida pela aleta
Q, (ha base da aleta) é a aplicacao da Lei de Fourier:

A

dx|,_,

d_<9
dx

Qa:Qb:_kA:

x=0

Através da distribuicdo de temperaturas, 0(x), Q, pode ser determinada como:

- senh(mL)+(h/ mk)cosh(mL)
Qu = NPRAG, cosh(mL)+(h/ mk)senh(mL)

CASO B: Extremidade da aleta € adiabatica (x = L)

—

O(x=0)=T,-T, =6,

Condicéo de contorno -

%
dx

dT

—| =0 ou
dx

x=L

x=L
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5 . Superficies Aletadas

5.3 Aletas com Area de Secdo Transversal Uniforme

Substituindo as condi¢cOes de contorno na equacéao geral, tem-se:
6,=C,+C, e Ce™-Ce™=0

ApoOs explicitar C;, e C,, pode-se mostrar, apos alguma manipulagéo
algébrica, que

0 cosh| m(L—x) ]|

0, cosh(mL)

Através da distribuicdo de temperaturas, 0(x), Q, pode ser determinada por meio
da lei de Fourier

Q, =/hPkA 6,tgh(mL)

101


http://www.dyrney.com/
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5.3 Aletas com Area de Secdo Transversal Uniforme

CASO C: Temperatura na extremidade da aleta é especificada (x=L)

6?(X=O):Tb -1, =0,

Condicéo de contorno =
O(x=L)=T, -T, =6,

==

Substituindo as condi¢cOes de contorno na equacéao geral, tem-se:

g,=C,+C, e g =Ce™+Ce™
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ApoOs explicitar C, e C,, pode-se mostrar, apés alguma manipulagéo algébrica,

que

o (6./6,)senh(mx)+senh| m(L—x)]|

0, senh(mL)
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5 . Superficies Aletadas

5.3 Aletas com Area de Secdo Transversal Uniforme

Atraves da distribuicdo de temperaturas, 6(x), Q, pode ser determinada por meio
da Lei de Fourier

hPKA 6, cosh(mL)—-6, /6,
Q= senh(mL)

CASO D: Aleta muito Longa (L—oo implica que 0 (L) —0)

O(x=0)=T,-T, =6,
Condicé&o de contorno

O(x=L)=T,-T,=0

—

Substituindo as condi¢cOes de contorno na equacéao geral, tem-se:

6,=C,+C, e Ce™+Ce™=0
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5 . Superficies Aletadas

5.3 Aletas com Area de Secdo Transversal Uniforme

Apo6s explicitar C; e C,, pode-se mostrar, apos alguma manipulagéo
algébrica, que

Através da distribuicdo de temperaturas, 0(x), Q, pode ser determinada
por meio da lei de Fourier

Qa = th'A\:gb
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5. Superficies Aletadas

5.4 Resumo: distribuicdo de temperaturas e perda de calor em
aletas com Area de Segdo Transversal Uniforme
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Caso

Distribuicdo de Temperatura (6/6,)

Transferéncia de calor na Aleta (Q,)

cosh| m(L—x) |+(h/ mk)senh| m(L—x)]

senh(mL)+(h/ mk)cosh(mL)

§ cosh(mL)+(h/ mk)senh(mL) cosh(mL)+(h/ mk)senh(mL)
cosh| m(L—-x)]
B cosh (mL) Mtgh(mL)
c (6./6,)senh(mx)+senh| m(L—x) ]| cosh(mL)-8, /6,
senh(mL) senh(mL)
D e—mx M

T05
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5 . Superficies Aletadas

Exercicio Proposto 9: Sejam dois bastdes longos e delgados de mesmo
diametro, porém feitos de materiais diferentes. Uma extremidade de cada
bastdo esta fixada a uma superficie (base) mantida a 100°C, enquanto as
suas superficies estdo expostas ao ar ambiente a 20°C. Ao mover ao longo
do comprimento de cada bastdo um termopar, foram observadas
temperaturas iguais nas posigoes x, = 0,15 m e xgz = 0,075 m, sendo x medido
a partir da base. Se a condutividade térmica do bastao A € conhecida e igual
a k, =70 W/(m.K), determine o valor de kg para o bastéo B.

106
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5 . Superficies Aletadas

5.5 Aletas com Area de Secdo Transversal Ndo Uniforme

Consideracdes: aletas em que a secdo reta transversal a transferéncia térmica é
variavel.
Exemplos: aletas triangulares, conicas, parabdlicas e anulares.

Considere o caso particular de uma aleta anular

q - | ,
« Embora a espessura seja uniforme (t independe de r), a area
da secéo transversal e a area superficial variam com r

T A =27rrt e AS=27z(r2—rf) sendo I <I<T,
[

L A forma geral da Equacao de Calor para Aletas é:
— > :
1 AT (LOANT (1 hdA o o
—— drz | A dr Jdr | Ak dr

Fo

Fonte: Incropera e Dewitt (2008)
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5 . Superficies Aletadas

5.5 Aletas com Area de Secdo Transversal Ndo Uniforme

Substituindo as areas correspondentes e derivando-as, tem-se:

2
dT+(—1 27[’[de ( 1 E47rr‘j(T—Too):O

dr? 27rt dr 27rt k
Logo,
2
T 24T _2hr 1 y-0
dr r dr kt

Realizando a substituicdo de variaveis na equacéao anterior

0=T-T m2 _ 2_h (considerando a espessura t muito menor do
o0 e o kt gue o comprimento de arco da aleta anular)
Tem-se,
2 Equacdo de Bessel
d_erld_‘g_mZg:O Modificada de Ordem
dr® rdr Zero
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5 . Superficies Aletadas

5.5 Aletas com Area de Secdo Transversal Ndo Uniforme

A solucéo geral da Equacao de Bessel Modificada de Ordem Zero é

—

lpb, = funcdo de Bessel de ordem zero de
primeiro tipo

O(r)=Cl,(mr)+C,K,(mr)|  sendo—

Ko = funcdo de Bessel de ordem zero de
 segundo tipo

Exemplo de Condicdo de Contorno: a titulo de exemplo, se a temperatura da base for
conhecida 6(r =r;) = 6, e a extremidade supostamente adiabatica d@/dr =0emr =r,, a

solucéo torna-se:

—

|, = funcao de Bessel de primeira ordem de
6 1 (mr)K, (mr,)+K, (mr)l, (mr,) conqq ) PTimeiro tipo
g | (mrl) Kl(mr2)+ Ko (mrl) l, (mrz) K, = funcéo de Bessel de primeira ordem de
 segundo tipo
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5 . Superficies Aletadas

5.5 Aletas com Area de Secdo Transversal Ndo Uniforme

A taxa de calor perdida pela aleta é representada por

dT dé
= kA —| =-k[2zrt]—=
Qa kA\: dr - [ ﬂrl ] dr

r=r1

Logo,

K, (mr
Q, = 2zkrtg,m KIE )

As funcbes de Bessel sdo dadas em forma de série, como abaixo, ou podem ser
encontradas tabeladas (Apéndice B do livro do Incropera):

X 2)n+2k

I”(X):gk!;(/n+k+l) © (_1)k(n_k_l)!(X/2)2k_n

~
5
—~~
>
N
[l
I
[N
N——
>
+
+
!
>
—
Sy
N
N—
_|_
y
L1
—
—
P
N
+
N |-

K 110


http://www.dyrney.com/

Professor Dyrney Araujo dos Santos
Universidade Federal de Goiéas
Engenharia Quimica

5. Superficies Aletadas
5.6 Desempenho de Aletas

Observacoes a serem consideradas no estudo de aletas:

A utilizacdo das aletas evidencia o aumento da transferéncia de calor
através do aumento da area superficial efetiva

e Aleta também evidencia uma resisténcia condutiva a transferéncia de
calor na superficie original

 Nao existe qualquer garantia que a taxa de calor ird aumentar com 0 uso
de aletas

» Desta forma sera necessario fazer um estudo para verificar se a utilizacao
da aleta sera conveniente
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5.6 Desempenho de Aletas

a) Efetividade da Aleta

A efetividade da aleta (g,) é definida como sendo a raz&o entre a taxa de transferéncia
de calor da aleta e a taxa de transferéncia de calor que existiria sem a presenca da aleta

a

Q,

hA:,b gb

Observacgdes:

1) Em qualquer projeto razoavel, o valor da efetividade (¢,) deve ser o maior possivel
e, em geral, o uso de aletas sera raramente justificado a ndo ser que &, 2.

sendo —

—

Q, = taxa de calor perdida na aleta
A, = area da secgdao transversal da aleta na sua base

eb:Tb_Too

—_—

2) Para qualquer uma das quatro condi¢cdes na extremidade, a efetividade € dada pela
divisao de Q, por hA_ ,6,.

3) Embora a instalacao de aletas altere o coeficiente convectivo do sistema, esse
efeito € normalmente desprezivel.
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a) Efetividade da Aleta
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A titulo de exemplo, abaixo € apresentada uma expressao para a efetividade de aletas

com area da secéo reta constante e comprimento “infinito” (Caso D):

Para este caso, tem-se que ataxa de calor perdida na aleta é:

Q, =hPkA G, — w—— o

L
hA,

12

Consideracdes importantes sobre a equacéo acima:

1) quanto maior a condutividade da aleta, maior a sua efetividade (aluminio, cobre, etc.,

sao indicados na construcéao de aletas);

2) a efetividade aumenta com o aumento da razao entre o perimetro e a area da secao

transversal (uso de aletas finas é indicado);
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5. Superficies Aletadas
5.6 Desempenho de Aletas

a) Efetividade da Aleta

A titulo de exemplo, abaixo € apresentada uma expressao para a efetividade de aletas
com area da secéo reta constante e comprimento “infinito” (Caso D):

Para este caso, tem-se que ataxa de calor perdida na aleta é:

12

Q, = hPKkA 6, ~ =—) 8a::_z

Consideracdes importantes sobre a equacéo acima:

3) aletas sao indicadas nos casos em que o coeficiente convectivo (h) é pequeno. Logo,
aletas séo instaladas do lado do escoamento com menor coeficiente convectivo. EXx:
parede que separa o escoamento de um liquido e gas, as aletas devem ser instaladas do

lado do gas;

4) esta equacéao fornece um limite superior para a efetividade (Quando L tende a infinito).
Porém, é de senso comum que 99% da taxa maxima séo atingidos quando L = 2,65/m.
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5. Superficies Aletadas
5.6 Desempenho de Aletas

b) Eficiéncia de uma Aleta

A eficiéncia de uma aleta (n,) € definida como a razdo entre a taxa de calor realmente

perdida pela taxa de calor que seria perdida se toda a aleta estivesse a temperatura da
base (caso ideal).

N, = = sendo A, = areasuperficial da aleta

Observacoes:

1) O potencial motriz maximo para a convecc¢ao ¢é a diferenca entre as temperaturas da base
(x=0) e do fluido, 6, =T, - T.;

2) Assim, a taxa maxima na qual uma aleta poderia dissipar energia € a taxa que existiria se
toda a superficie da aleta estivesse na temperatura da base;

3) Toda aleta é caracterizada por uma resisténcia condutiva nao nula, logo, a eficiéncia de
uma aleta nunca sera 100%
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b) Eficiéncia de uma Aleta

Fonte: Cengel e Ghajar (2012) =

Qa = w/thA: thgh(mL) P
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A titulo de exemplo: Considere uma Aleta plana com secao transversal uniforme e extremidade adiabatica.
Neste caso a expressao da eficiéncia da aleta torna-se,

JhPKA,6,tgh(mL) _ tgh(mL)

My =

hPL4,

mL

Qalcm
Convecgio
I
-« L —
I
(a) Aleta real com I'
convecgao na ponta |
i | A,
Qalem : T
I
: | Isolada
I
I
e N

(b) Aleta equivalente com ponta isolada

Aleta Retangular

Aleta Piniforme

:L+i
2
:L+2
4

Estratégia simplificadora — Em vez da expressdo complicada para transferéncia de calor de uma aleta
plana retangular com extremidade ativa (conveccdo na ponta da aleta), usa-se a equagdo acima

(extremidade adiabatica) juntamente com um comprimento corrigido:
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5. Superficies Aletadas
5.6 Desempenho de Aletas

b) Eficiéncia de uma Aleta

A titulo de exemplo: Assim, com conveccao na extremidade, a taxa de transferéncia
de calor na aleta pode ser aproximada por

- tgh(mL,)
oomL

C

Q, =/hPkA Gtgh(mL, ) =e— 7

Se w >>1t, 0 perimetro pode ser aproximado por P =2w e

1/2 1/2
mL,=| 2L =(2—hj L,
kt

Multiplicando numerador e denominador por Lc'? e introduzindo A =Lt (area corrigida)

1/2 —
2h / Logo, a eficiéncia de uma aleta retangular
mL = | %2 com convecgdo na extremidade pode ser
¢ ¢ plotada ou expressa em funcdo desta
p variavel
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5. Superficies Aletadas
5.6 Desempenho de Aletas

Eficiéncia de aletas planas (perfis retangular, triangular e parabdlico)

100
L.=L
80 Ap =Lt/3
X
t_/Tg
60
S
S
40 }[‘T i é + 12
P ct s _f
|| 12 - x
y x L.=L
20 12 Ap = Lt/2
LT
0
0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

Fonte: Incropera e Dewitt (2008) ng/Z(h/kAp)llz 1]_8


http://www.dyrney.com/
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5.6 Desempenho

Eficiéncia de aletas anulares de perfil retangular

de Aletas
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100
80
60
2
=
40
r2C = 7‘2 g t/2 5
—>|*L’| Ap =L.t
by
75"
0
0 0.5 1.0 1.5 2.9
Fonte: Incropera e Dewitt (2008) L:ff/z(/’l/kAp)l/2 1].9
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5. Superficies Aletadas
5.6 Desempenho de Aletas

Eficiéncias de Perfis de Aletas comuns

1) Aleta Plana Retangular

A= 2w, tgh(mL, )
L, =L+(t/2) Ta = [
A =tL °
I1) Aleta Plana Triangqular
2 o - 1 1,(2mL)
A, =2W['— +(t/2) } [ * mLI,(2mL)
A =(t/2)L
lii) Aleta Plana Parabdlica 5
A, =w|C,L+(L/t)In(t/L+C,)] Mo = 7

[ LT 4(mL) 41 41
A, =(t/3)L

120
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5. Superficies Aletadas
5.6 Desempenho de Aletas

Eficiéncias de Perfis de Aletas comuns

vi) Aleta Circular Retangular

|
Aa 272'(20 rl) |
L =0 +(t/2) :

| —r1— 2r,/m
( r12 )t g 7, o ((r22 1— rlz))
v) Aleta_em forma de Pino Retangular
A, =7DL,
D
L, =L+(D/4) : I tgh(mL,)
n,=———-=
V =(zD?/ 4)L omL

vi) Aleta_em forma de Pino Triangular
. 7Z-D 2 2 Y2
&—7['— +(D/2) J
=(7/12)D’L

2 1,(2mL)
mL I, (2mL)

Ma =

121

Fonte: Incropera e Dewitt (2008)
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5. Superficies Aletadas
5.6 Desempenho de Aletas

c) Eficiéncia Global da Superficie (n;) — Para conjunto de Aletas

Representa a razao entre o calor realmente transferido pelo sistema aletado pelo calor
que este mesmo sistema transferiria se todo ele (inclusive a superficie base)

estivesse a temperatura da base (caso ideal).

_ & _ O em que =N
UG_Qmax_hATQb q AT Aa+Ab

Sendo,

i

TF
S

]

Q; = taxa de calor realmente perdida para o ambiente
area total do sistema (aletas + superficie primaria)

A =
A, = area da superficie de cada aleta

A, = area da superficie priméria (n&o encoberta pelas aletas)

N = numero total de aletas

122
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5. Superficies Aletadas
5.6 Desempenho de Aletas

c) Eficiéncia Global da Superficie (n;) — Para conjunto de Aletas

A taxa total de transferéncia de calor por conveccao nas aletas e na superficie
primaria (sem aletas) pode ser representada por:

Qr =Nn,hA6, +hA6,
na qual h € considerado praticamente invariavel, seja na presenca de uma aleta ou

conjunto delas e n,éa eficiéncia de uma aleta.
Assim,

N
Q =h[N7A +(A —NA,) |6, mmmmp O =hA{ —TA""(l—ﬂa)}@b

Logo, substituindo na equacao da eficiéncia global da superficie, tem-se

NAa Relacdo entre a eficiéncia global de um
Ne = 1——(1—77a) sistema aletado e a eficiéncia individual de
Ar uma aleta.
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5 . Superficies Aletadas

Exercicio Proposto 10: O cilindro do pistdo do motor de uma motocicleta € construido
em liga de aluminio [k = 186 W/(m.K)], tendo uma altura H = 0,15 m e um diametro
externo D = 50 mm. Sob condicdes tipicas de operacdo, a superficie externa do
cilindro esta a uma temperatura de 500K e encontra-se exposta ao ar ambiente a 300 K,
com um coeficiente convectivo de 50 W/(m2.K). Aletas anulares sao fundidas
integralmente com o cilindro para aumentar a transferéncia de calor para a vizinhanca.
Considere cinco destas aletas, com espessurat = 6 mm, comprimento L = 20 mm e
igualmente espacadas. Qual € o aumento da taxa de transferéncia de calor devido ao
uso das aletas?

secao transversal do
' | cilindro do motor (k =
' 186 W/(m.K)
I R |
S
— F——1,=500kK
H=0.15m '
] ) T =300 K
! t=6mm h = 50 W/m?-K
] [+ L O°/N
' Ar
— —
> ry = 25 mm
I<—>— L =20 mm
; > _’”2 — 45 mm Fonte: Incropera e Dewitt (2008) 124
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5 . Superficies Aletadas

Grafico para auxiliar no Exercicio Proposto 10:

100
80
60
9
S
40
Toe =Ty + H2 5
20 I E LC=L+t/2
I A =Lt
Fri
75
0
0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
3/2 1/2
L (h/kA,,) 195

Fonte: Incropera e Dewitt (2008)
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6 . Conducao Bidimensional
6.1 Solugdo Analitica

A Equacéao da Difusdo Térmica em coordenadas cartesianas é escrita como:

or o(,o0r\ of, o) of,dT
pC, —= K + K + Kk +
ot ox\ ox) oy\ oy) oz\ oz
Considere o caso simplificado abaixo de conducao bidimensional, regime estacionario,

condutividade térmica constante e sem geracao interna de calor, em uma placa contendo as
seguintes condi¢fes de contorno:

y Apés as devidas simplificacdes, a equacao da energia, para este
T2 caso, torna-se
\W%
J’T 9°T
~+—=0 (Eq.D)
ox~ dy

Ti | Txy)? |Ti

Sendo as condi¢Oes de contorno representadas por:
T(O9Y)=T1 T(X’O):Tl
T(L’Y)le T(X’W)sz

X
0 L

OBS.: A equacdo anterior é conhecida como Equacdo de Laplace e é diferencial parcial
necessitando de 4 condi¢cOes de contorno para ser resolvida (2 na direcao x e 2 na direcao y). 128



http://www.dyrney.com/

6 . Conducao Bidimensional

6.1 Solugdo Analitica

OBS.: Para simplificar as condi¢cbes de contorno, a temperatura pode ser expressa em termos da
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variacdo adimensional de temperatura “0”, dada por

” T_Tl

0=
TZ_TI

Derivando-se esta relagdo duas vezes com relacdo a x e duas vezes com relacdo a v,

respectivam ente, tem-se:

(00 1 T

ox (T,-T,) ox
0°0 _ 1 0T

ox* (T,-T,)ox*

12 derivada em X

22 derivada em x

\
ApOs substituir na Eg.1 (original), tem-se:
0°0 N 0’0
ox> oy’

(Eq.2)

OBS.: Note que ap0Os a transformacéo de variavel, trés das quatro condi¢cbes de contorno sao

= () sujeito as condic¢des de
==
contorno:

(T,>T,)

para

-

Q! = 1 a , 1%derivadaemy

Gy (Tz _Tl) ay
2 2
9 L)1 o1 2% derivadaemy

8y2 (Tz _Tl) ay2 |

.

==

0(0,y)=0 e 6(x,0)=0

B(L,y)=0 e 6(x,W)=1

—

agora homogéneas e o valor de 0 ficou restrito ao intervalo de O a 1.
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6 . Conducao Bidimensional
6.1 Solugdo Analitica

Para resolver esta “EDP”, pode ser aplicado o “Método de Separacédo de Variaveis”,
em gue:
OBS.: Considera-se que haja uma solucdo produto para a equacéo diferencial sendo este produto
composto por uma funcdo apenas da posicao “x”, X(x) e por uma funcdo apenas da posicao “y”,
Y(y), da forma

Comentéario: Se esta fungédo for
(Eq.3) 9(x,y)=X(x).Y(y) solucdo da equacdo diferencial, ela

deve satisfazé-la apds a substituicao.
derivando a solucéo duas vezes com relacédo a x e duas com relacao a vy, tem-se, respectivamente:
2 2
0’0 dex . 0 e_xd Y
~ 2 5 7 4 2
OX dx oy dy

Substituindo as derivadas na Eg. 2, tem-se:

d°X

2
dividindo por “XY”, e A § d’Y

d’X _ d*Y A s
=0 reorganizando, tem-se: X dX2 Y dy2

+X
dx’ dy’

(Eq.4)

Y

OBS.: lado esquerdo da equacao Eq. 4 depende apenas de “x” e o lado direito apenas de “y”. Logo,
ambos sO podem ser iguais a uma constante. Para este estudo, ja foi verificado que esta constante
devera ser positiva (A?), pois caso contrario (negativa ou nula), obter-se-4 uma solug¢do nao fisica ou

trivial.
130
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6 . Conducao Bidimensional
6.1 Solugdo Analitica

Assim, sdo originadas as seguintes EDOs:

2 2

dx dx

1 d*Y 2
Y d m=0 '(312(—7@3{:0 (Eq.6)

y y

Cujas solucao gerais sao dadas por, respectivamente:
X =C,cos(Ax)+Csen(Ax) e Y=C,e™+C,e" (Egs.7e8)

Substituindo as solucgdes gerais (Eqs. 7 e 8) na solucao produto proposta anteriormente
(Eq. 3), tem-se:

0 =|C, cos(Ax)+C,sen (kx)}.[cﬁ—ly + C4eky}

OBS.: Para se determinar as constantes C1, C2, C3, C4 e A utilizam-se as condicdes de
contorno.

131
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6 . Conducao Bidimensional
6.1 Solugdo Analitica

e Paraacondicdo de contorno: O(O,y):O

0=| C, cos(A.0)+C,sen (K.O)].[Qe‘xy +C4eky] »C, =0

« Paraacondicdo de contorno: G(X,O) =0

0= Czsen(7\,x).[C3€‘”0 +C4e’“'°] » C,sen(Ax).[C,+C,]=0

C2 \3\0 N&o aplicavel pois a dependéncia de 8 com x desaparece
Analisando a condi¢&o de contorno . t
Cs

anterior, ttm-se duas possibilidades: _
+C,=0=—p C,;=-C, satisfazo problema

Apés a substituicdo das condi¢cdes até agora analisadas, tem-se:

0 =C,C,sen (kx).[eky — e"“y]
132
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6 . Conducao Bidimensional
6.1 Solugdo Analitica

« Paraacondicdo de contorno: (-)(L, y) =0

e RS

o C,C,=0 N&o aplicavel (elimina a dependéncia com x e y)
duas possibilidades AN

0= C2C4sen(7\.L).[e7“y —e_ky} > —

sen(AL)=0 satisfaz o problema

—

Desta forma, a responsabilidade recaira sobre a funcao senoidal (devera ser nula)

5 ________
4l oo f A7
o Para que a fungéo
-~ senoidal sejanula, € ————— KL = N7 ou 7\. =— com (Il = l, 2, 3, 4,5...)
necessario que L
OBS.: O valor n =0 foi descartado, pois ele implicaria que 0 (x,y) = 0.
SENO

Fazendo as devidas substituicbes, tem-se:

nmy nmy

nnx |\ | —

6=C,Cpssen| — |.|e" —e ©
L
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6 . Conducao Bidimensional
6.1 Solugdo Analitica

Combinando as constantes C, e C, e reconhecendo que a nova constante pode depender de
n, obtemos

z —Z

9=Cnsen(%jsenh[n—7ty} lembrando que senh(z)zi
L L 2

OBS.: A solucao particular desta equacéo € composta por infinitas solu¢fes (a depender de n).

Visto que o problema é linear, a solucdo geral é dada pela soma das solucbes particulares
através do Principio da Superposicéo. Logo:

0= Z {Cnsen [EJ senh [ﬂj}
- L L

e Por fim, para se determinar C, aplica-se a condicao de contorno: G(X,W) =1

1= Z {Cnsen (n_nxJ senh ( nm )} (Eq.9)
L L

n=l

OBS.: A determinacédo de C, se mostra um pouco complicada, porém ha um método padréo
disponivel. O método envolve escrever uma expansao em série infinita em termos de funcdes

ortogonais. 134
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6 . Conducao Bidimensional
6.1 Solugdo Analitica

*Relembrando: Um conjunto infinito de fung¢des g,(x), 9,(x), 9;(X) ... g,(x), € considerado
ortogonal num intervalo a<x <D, se:

b
_ Funcbes trigonomeétricas
jgm(x)gn (X)_O com (M#*1m) exibem ortogonalidade.

a

Estratégia Matematico: A utilidade deste conceito no presente problema reside no fato de que
qualquer funcdo matematica “f(x)” pode ser representada por uma série infinita de funcdes

ortogonais “g,(x)” como segue

(oo}

£ (x) :ZAngn(x) do 10

n=1

Multiplicando os dois membros por “g,(x)” e integrando no intervalo [a,b]
b b

108 0= . (x)iAngn (x) dx

a
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6 . Conducao Bidimensional
6.1 Solugdo Analitica

Abrindo a expressao do somatério do lado direito, tem-se:

J‘f(X)gn(X)dXZI |:Algl )+ ALE (x)+Ag (x)+..+A g, (X :|dX

d d

b b

=A,jgn (x)g, (x)dx +A2j‘gn (x)g, (x)dx +A3j.gn (x)g,(x)dx +...+Anj.gn (x)g, (x)dx +..

Zerando os termos de integrais contendo funcdes diferentes,

b b

If(x)gn (x) dx=A,.0+A,.0+A,.0+...+ Anj‘gﬁ (x)dx +0

a

Logo j f(x)e, (x) de=A, j 2 (x)dx

136
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6 . Conducao Bidimensional
6.1 Solugdo Analitica

Explicitando A, na equagé&o anterior resulta em:

Igﬁ(x)dx

OBS.: Retornando ao problema bidimensional e comparando as Eqg. 9 e Eq. 10

oo

f(x)=1

N nmx ntW 2 : )
1= C — h f = A da comparag&o
Z{ nSen( L JSCH ( L )} € (X) nEn (X) tém-se: g (X) _ Sen(nnx)

n=1 n=1 L

Substituindo f(x) e g(x) na Equacgéo de A, (Eq. 11), determinada anteriormente, tem-se:
L

l.sen(?) dx
o _1 n+l +1
An = OL. ) ( )

n
sen’ (M—X] dx
L

|

137
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6 . Conducao Bidimensional
6.1 Solugdo Analitica

Desta forma, apOs encontrar A, pode-se voltar & (Eq.10) para escrevé-la de uma forma analoga a
equacao envolvendo a condicéo inicial do problema (Eq.9) :

= i n+l
(=D A () ——s 1= ZEL (0
T n
n=1

n=1

Comparando a Eq. 12 com a equacao envolvendo a condic¢éo inicial do problema (Eq.9):

==

00 . n+l n+l
(Eq.12) 1:2 2021 +1 sen(n—TJ 2(-1)" +1

T n

n=I

- ntW n7x senh nW
(EQ.9) I:Z C_ senh 0 sen| — L

L

n=I

—

Finalmente, ap0s encontrar todas as constantes de integracdo, tem-se a solucdo para o problema
bidimensional de difuséo

. el senh| ™ OBS.: Dependendo das condigdes de
0 2 (-1) +1 1175 contorno, a solugdo analitica torna-se
T ; n Sen oW ( complexa ou inexistente. Nestes casos
— senh( j utilizam-se métodos numericos.
138
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6 . Conducao Bidimensional
6.2 O Fator de Forma para predigdo da Taxa de Calor

Estratégia: Problemas de conducéo bi e tridimensionais podem ser resolvidos usando-se solugdes
existentes da equacéo de calor em termos de um fator de forma “S”

Logo, neste caso, a taxa de calor pode ser representada por:

Q = Sk AT sendo AT, , adiferencade
1-2| temperaturas entre os contornos

A resisténcia condutiva bidimensional pode ser escrita na forma:

1
Rt,cond(Zd) —§

OBS.: Ha na literatura, expressdes para o calculo do fator de forma “S” dependendo do tipo das
superficies envolvidas. Alguns exemplos sé@o apresentados a seguir
Fatores de Forma da Conducdo para Sistemas Selecionados

A) Esfera Isotérmica enterrada em um meio semi-infinito:

T2
I 2nD
g =
D
4z

139

Restricao: z>D/2
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6 . Conducao Bidimensional
6.2 O Fator de Forma para predicdo da Taxa de Calor

B) Cilindro horizontal de comprimento L, isotérmico, enterrado em um meio semi-infinito:

Se IL.>>D — S= 2l
2z
acosh| —
( D )
Se L>>D e z>3D2  — g=_2mk

L>>D — S=

140
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6 . Conducao Bidimensional
6.2 O Fator de Forma para predicdo da Taxa de Calor

D) Conducio entre dois cilindros de comprimento L em um meio infinito:

Se L>>D,D> e L>>w — S=

E) Cilindro circular horizontal de comprimento L. centralizado entre planos paralelos de

comprimentos iguais e largura infinita:

Se z>>D/2 e L>>z — S=

T, 141
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6 . Conducao Bidimensional
6.2 O Fator de Forma para predicdo da Taxa de Calor

F) Cilindro Circular de Comprimento L centralizado numa cuba de mesmo comprimento e

area da secao reta quadrada.

2wl

D
l T, Se w>D e [L>>w — S =
Qﬁ ¥ In(1,08w/D)
Tz/_.

G) Cilindro circular excéntrico de comprimento L. em um cilindro de mesmo comprimento:

27l
D> +d>—4z°
2Dd

Se D>d e L>>D — S=

a COSh(
142
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6 . Conducao Bidimensional
6.2 O Fator de Forma para predicdo da Taxa de Calor

H) Conducao através das extremidades de paredes

T2

// Se D>LJ/5 —  S=0.15L
. /
Il

Y
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I) Discos de Diametros D sobre um meio semi-infinito de condutividade k

A
\ 4

Ty

Nao hd nenhuma restricdo — S=2D

143
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6 . Conducao Bidimensional

Exercicio Proposto 11: Rejeitos radioativos sao temporariamente armazenados em um
recipiente esférico, cujo centro encontra-se enterrado a uma distancia de 10 m abaixo
da superficie da terra [k, = 0,52 W/(m.K)]. O didmetro externo do recipiente é igual a 2
m e 500 W de calor séao liberados como resultado do processo de decaimento
radioativo. Se a temperatura da superficie do solo é de 20°C, qual é a temperatura da
superficie externa do recipiente em condi¢fes de regime estacionario?

Fonte: Incropera e Dewitt (2008) 144
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7 . Conducao Transiente

7.1 Solugdo Analitica

A Equacéao da Difuséo Térmica em coordenadas cilindricas é escrita como:

ol 190 oT 1 O oT o, oT .
pC,—=——| kr +— K + K +Q
ot ror or r-o@\ o060) oz\ oz

Considere o caso simplificado abaixo de conducéo transiente num cilindro isolado cujas faces sao
mantidas a temperaturas constantes (T=0) ( conducao unidimensional). No instante de tempo t=0, a
distribuicao de temperaturas era T(z,0) = f(z). Neste caso a temperatura varia axialmente, T(z,t).

Apos as devidas simplificagcfes, a equacao da
energia, para este caso, torna-se:

r &
2
//isolado or _ k oT
2
ot pc, oz
— = — Sendo as condi¢des de contorno e inicial
T=0 T=T@zY T=0 Idgadas por: e
> T(z,t=0)= f(z), condincdo inicial
L z T(z=0,t)=0, condingéo de contorno

T(z=Lt)=0, condingdo de contorno


http://www.dyrney.com/

Professor Dyrney Araujo dos Santos
Universidade Federal de Goiéas
Engenharia Quimica

7 . Conducao Transiente

7.1 Solugdo Analitica

OBS.: Este problema pode ser resolvido, de forma semelhante ao problema de conducéo
bidimensional, através da aplicacdo do Método da Separacao de Variaveis, cujo procedimento ja foi

demostrado anteriormente.

Somente para nivel de exemplificacéo, a solucéo, através do método de separacao de variaveis do
problema proposto, é dada por:

n? 72
L2

(1)
sen|| — |Z
n=1 L

T(z)=Y Ae_k[

sendo:

2 nz
A :I! f (z)sen(szdz

OBS.: A seguir serdo introduzidos alguns métodos alternativos a solucdo do problema de
conducéo transiente de calor, os quais sdo normalmente aplicados em problemas de engenharia.

148
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7 . Conducao Transiente
7.2 Método da Capacitancia Global

Observacdes a serem consideradas:

« O Meétodo da Capacitancia Global € utilizado em situacdes tipicas em engenharia nas quais um
solido experimenta mudancas bruscas em sua temperatura. Ex: solido retirado de um forno e
imerso subitamente num tanque de agua

« Caso a condutividade do sélido seja alta, a temperatura do sélido sera espacialmente uniforme
durante o processo de resfriamento ou aguecimento, ou seja, auséncia de gradientes de
temperatura, T(t)

e Se baseia em uma aproximacao visto que pela lei de Fourier, a auséncia de gradiente de
temperaturaimplica condutividade térmica infinita

 Tal método s6 pode ser utilizado quando a razdo entre as resisténcias condutiva e convectiva
do sistema for pequena.

149
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7 . Conducao Transiente
7.2 Método da Capacitancia Global

Numero de Biot: O numero de Biot (Bi) € definido como sendo a razdo entre as
resisténcias condutiva e convectiva

Rt,cond _ L/kA _ hL _ Bi Critério para utilizacdo do_ [ <01
R.. 1hA k método da capacitancia !
,conv

/T - ’**T(X, 0) = Ti *“ ! 1(x, O) = T,' *T !
:
1 i P y
T, h .
oo Too __”--i"--.\_ Too TOO Too

o L 'L L L L L
- Bi << 1 Bi=1 Bi>> 1

—>X T~ T() T=T, 1) T=T(, 1) 150

Fonte: Incropera e Dewitt (2008)
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7 . Conducao Transiente
7.2 Método da Capacitancia Global

Aplicacdo: Considere a forja de um metal quente que esta inicialmente a uma temperatura
uniforme T, e que € temperado pela sua imersdao em um liquido a uma temperatura mais baixa
T,< T, T,diminui ao longo do tempo até atingir T...

Hipoteses: @ i<0
s ' T=T.

e T, diminui devido a
transferéncia de calor por
convecgcao na interface
solido-liquido;

o Temperatura no solido é
uniforme no espago, em
gualquer instante durante
0 processo, T(t);

- logo, gradientes de L < Li===e=ae=T= 107
temperatura no solido séao
desprezivel.
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7 . Conducao Transiente
7.2 Método da Capacitancia Global

OBS.: A Equacéao do Calor ndo se aplica neste caso visto que os gradientes de temperatura
sdo desprezados. Alternativamente, a resposta transiente da temperatura é determinada pela
formulacdo de um Balanco de Energia Global no sélido.

Considerando o sélido como o volume de controle, esse balan¢co deve relacionar a taxa de
perda de calor por convecgao com ataxa de acumulo, logo:

_ Esai 7 Eac
ou,

dT

~PA (T =T, )= pVo, -

Separando as variaveis e integrando a partir da condig&o inicial (t = 0) onde T(0) = T,, obtemos

pVCp T dT t
=—| dt
hA J (T-T,) )
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7.2 Método da Capacitancia Global

Efetuando as integracdes, segue-se que

pVC, " (T,.-T,) _y
hA, (T —TOO)

ou, de outra forma

hAs t (T-T,) — 0 (exponencialmente)
(Ti _Too) ,OVCp a medidaquet — «

OBS.:

A presente equacdo pode ser usada para determinar o tempo necessario para o solido
alcancar uma dada temperatura T, ou, por outro lado, pode ser utilizada no calculo da
temperatura alcangada no so6lido em algum tempo t.
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7.2 Método da Capacitancia Global

Definindo um comprimento caracteristico (L.) como sendo a razao entre o volume do soélido e
a sua area superficial, L.=V/A, ,0 termo que esta dentro da exponencial pode ser representado

como:

hAt ~ ht hL, k t hL at K [Ditusividade

— sendo & =——

,OVCp _IOCpLC k pC, Li Tk 2 pC, térmica

C

ou, de outra forma

hL, at . AT
¢ —_ —Bi.Fo sendo FO:F le:rgjrrioerde

> =
C

C

Substituindo na equacé&o do balanco de energia, tem-se: s
I, /2 paracilindro

w:exp(—Bi.Fo) sendo  L.= — 1,/3 paraesfera

(Ti _TOO) L/2 para parede plana
- 154
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7 . Conducao Transiente
7.2 Método da Capacitancia Global

Pode-se definir, ainda, a partir da equacdo anterior, uma constante de tempo térmica como
sendo:

1 Quanto menor o valor de T, mais
. =| — (pVC ) rapidamente o sistema atinge o
t hA, P estado estacionario

! 155
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7 . Conducao Transiente
7.2 Método da Capacitancia Global

Para determinar o total da energia transferida E; até algum instante de tempo t, simplesmente
escrevemos

ET = _[; Qconvdt

ou seja
E- =hA [ (T-T, )t

substituindo a expressao da temperatura em funcao do tempo, e integrando, tem-se:

E, =(,ovc, )(T,-T,)| 1-exp _t

2

OBS.: A energia total liberada até o sistema atingir o estado estacionario € obtida fazendo
t — « na equacao anterior. Logo:

ET estado estacionario (IOVCp )(TI _Too )

156


http://www.dyrney.com/

Professor Dyrney Araujo dos Santos
Universidade Federal de Goiéas
Engenharia Quimica

7 . Conducao Transiente

Exercicio Proposto 12: Uma junta de termopar, que pode ser aproximada por uma
esfera, é usada para medir a temperatura de uma corrente gasosa. O coeficiente
convectivo entre a superficie da junta e o gas é igual a h = 400 W/(m2.K) e as
propriedades termofisicas da junta sdo k = 20 W/(m.K), cp = 400 J/(kg.K) e p = 8500
kg/m3. Determine o diametro que a junta deve ter para que o termopar tenha uma
constante de tempo de 1 s. Se a junta esta a 25 °C e encontra-se posicionada em uma
corrente de gas a 200 °C, quanto tempo sera necessario para a junta alcancar 199 °C?

Terminais
T, =200°C
h =400 W/m2-K Junta do k=20 W/mK
termopar } ¢ = 400 J/kgK

—> T,=25°C ) p=8500 kg/m>
—_—

Corrente

gasosa |le— D —>|

Exercicio retirado de Incropera e Dewitt (2008) 157
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7.3 Diagramas de Temperatura x Tempo para Geometrias Simples

Consideracdao: Quando ha o surgimento de gradientes de temperatura no interior do sélido, o método da
Capacitancia Global ndo pode ser utilizado. Neste caso, o Método Gréafico pode ser utilizado para processos
de transferéncia condutiva de calor transiente com convecc¢do na fronteira. Existem vérios graficos, porém,

serdao mostrados os Diagramas de Gurney-Lurie.

Hipoteses: ndo h& adveccdo no interior do meio (conducdo pura); ndo ha termo de geracdo (Q = 0); a
(difusividade térmica) é constante; temperatura inicial uniforme (T(x, t=0) = T,); embora sejam elaborados para

transporte unidimensional, podem ser estendidos para transporte bi e tridimensional.

As sequintes variaveis sao consideradas nos Diagramas de “Gurney-Lurie”:

m: razao entre a resisténcia a transferéncia de calor por conveccdo e a resisténcia a
transferéncia de calor por conducgéo; x,: dimensao caracteristica do sistema. Se:

(2) m= hx m = 0 — processo controlado pela condugéo (resisténcia convectiva nula) ou Tg=T,
1 m >>0 — processo controlado pela convecgédo ou Tg# T,
T —TOo T —TS Y: temperatura adimensionalizada; T, a temperatura do fluido
(b) Y= T T ou Y :ﬁ (m=0) adjacente; Tg a temperatura na superficie; T, a temperatura
0 1y 0 lg uniforme inicial (t = 0).
at . .
(c) X = — X: tempo adimensionalizado
Xy
X . . . . . o - : :
(d) n=— n: posicdo adimensionalizada; x: qualquer posi¢ao no interior
X, do sistema
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P e

m=

. . . [ |

PLACAS INFINITAS: largura e altura muito maiores do que a - x 10 {—

espessura (L) S ey g I
R al

A=

X,=L/2

I
==
g7 4/
y 4
74V i
Y/
7
/N

Y 0-10 WM AN\ AN N
a) Transferéncia de calor pelas duas faces (inferior e superior) \ \{‘l“\ \\\ §\§\\ \\\\\t\\
AN NN AN
L dat \ A ANEER NN n=to_
Neste caso, tem-se: X; :E e X =—L2 A\ NN m=|1\\\\:/ 06
: W TN o RN

b) Transferéncia de calor por uma das faces (inferior ou superior) \ \\ \ ' \Q‘Q\<oﬁo
WY
Neste caso, tem-se: X, = L e X-= le_zt m=x \\Y:o ) \§\

n=1.0
0.010 .
c) Transferéncia de calor bi ou tridimensional \ \\\:\} ' \:\><§\§(\’ §.§
Parede plana R \ \(\\4( 0.2
S ) R 00
Ex.: bidimensional Y :YaYb \\ Q\\\\\ \\\§\
| — - n=0.28
o

=

imnnu
- O
[eNeoNe]
RS I -Ns)]
/

T / Sendo: Ya Y (Xl =%j :m 050
Parede plana
lk—a*l! p Y, =Y (X _ Ej 0.0010

1= 0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0
2 Fonte: Welty et al. (2017) X

Fonte: Cengel e Ghajar (2012) 159
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CILINDRO INFINITO: comprimento € muito maior do que o raio

=

Q L
T §T=To x,=D/2
D = — Y
| 7
Neste caso, tem-se: 0.10
D 4ot
X\=- e X=—
2 D

OBS.: No caso em que um cilindro ndo é considerado d

longo, pode-se usar os diagramas fazendo a intersegdo do
cilindro_infinito com uma placa infinita, como mostrado

abaixo:

0.010

Parede plana
| Mf_/\m Neste caso, tem-se:

Y=VYY,
Sendo:

a
Ya =Y (Xl = E) (diagrama da placa)

Cilindro
longo

x1:E (diagrama do cilindro) 0.0010
2

Fonte: Cengel e Ghajar (2012)
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oS

/

T T I T I

Cylinder
NG
\ .
SR 02
NN
B
N\
n=1.
\ && g:% —
m=05 \\n -05 Q%Q g:g
(AW \\ \\\\\ \Q\§\<:\<\/ %0
WAR\| AR AN
AW\ ARNAY AN
A\ AN ARNNAN
\,\ NN AN
L WY
\ ® Re NN Fo8L LN
0.6
Lol | Vs Q%v/%
| | AN
0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0 3.5
Fonte: Welty et al. (2017) X 160
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- | | [
N _ _
\ n=8 ]
N\ ~ _
. \\ Sphere —
ESFERA: neste caso, considera-se apenas \ s
transferéncia de calor na direcao radial \\\ _‘
A \ \
0.10 F o = R
HHAN T \
1L AN AN
T \\ =10
D |\ AN N 0.8
) | RN N e
Y \\ X 0.2
: 0.0
v \\
Logo, tem-se: 0.010 \\\\
D 4ot —
=— e X=—53
2 D
0.0010
0 3.0 35

Fonte: Welty et al. (2017) . X . 161
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Exercicio Proposto 13: Uma parede de tijolos refratarios [k = 1,92 W/(m.K)], c,
=919 J/(kg.K) e p = 2310 kg/m3 de 0,5 m de espessura e inicialmente a 200 K
€ repentinamente exposta a um gas quente, mantido a 1267 K. Se o
coeficiente de transferéncia de calor por conveccao € 7,38 W/(m2.K) e a outra
face da parede € isolada, determine:

a) O tempo necessario para que a temperatura no centro da parede seja de
600 K.

b) A temperatura da face isolada apos transcorrido o tempo calculado
anteriormente (letra a).

162
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